Algebra Lineal I
Proyecto
Caminata por el jardin y sistemas lineales en el cubo

1. Motivacion

El algebra lineal tiene bastantes aplicaciones en problemas de investigacién en matemadticas
puras. A continuaciéon mostramos un ejemplo en el que podemos usar argumentos de algebra lineal
para probar un teorema de geometria discreta.

Un guardia de una prision, aficionado a las matematicas y al dlgebra lineal, obliga a un prisionero
a caminar bajo las siguientes instrucciones. El prisionero recibe un conjunto finito M de vectores en
el plano, cada uno de longitud a lo méas 10m. El comienza una caminata en el centro de un jardin
circular de radio de 20m. Toma un vector v; en M y lo usa para caminar del centro al extremo
del vector. Después toma otro vector vy en M y de donde ahora estd camina usando ese vector vs.
Luego elige un vector vs en M y sigue asi sucesivamente, usando cada vector en M exactamente
una vez.

Los vectores en M suman 0, de manera que el prisionero terminard nuevamente en el centro
del jardin cuando acabe de usar todos los vectores. Sin embargo, el prisionero no debe cruzar la
frontera del jardin en ningin momento (si lo hace, el guardia lo sancionard). ;Serd posible que el
prisionero siempre pueda elegir el orden de los vectores usados para nunca salirse del jardin?

El teorema que demostraremos en este proyecto prueba que si, que siempre existe una caminata
sin problemas para cada conjunto finito de vectores M. De hecho, el teorema es mé&s general y
muestra que también funciona para jardines que son bolas d-dimensionales.

Teorema. Sea M un conjunto arbitrario de n vectores en RY tal que |[v|| < 1 para cada v € M,
donde ||v]| es la norma usual euclidiana, y tal que la suma de todos los vectores en M es igual a 0.
Entonces, es posible acomodar los vectores de M en una sucesion (v1,va,...,v,) de tal manera que
lvg +vo + -+ vi|| < d para cada k =1,...,n.

2. Definiciones

Definicién. Un conjunto K = {wy,ws, ..., wy} de k > d vectores en R%, cada uno de longitud a
los méas 1, es llamado bueno si existen coeficientes o, aq, ..., ax que satisfacen:
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a; €10,1] parai=1,2,...,k
aiwi + aswg + -+ + apwg =0
o +ax+--+oa,=k—-d

3. Exploracién de las definiciones

1. Se tienen los 18 numeros 4,4,4,5,5,5,6,6,6,—3,—3,—3,—3,—5,—7,—7,—7,—7. Nota que
tienen suma 0. Encuentra una forma de acomodarlos en una lista de izquierda a derecha de
modo que la suma de los primeros k nunca exceda 14 para ningun valor k= 1,...,18.

2. Supongamos que A es una matriz en My 3(R) y b es un vector en R? tal que el sistema de
ecuaciones Az = b tiene una solucién z = (1, 22,23) con 0 < x; < 1 para cada ¢ = 1,2,3.
Muestra que Az = b tiene una solucién en donde alguna de sus entradas es igual a 0 6 1.

3. Demuestra que un conjunto M de vectores como en la hipétesis del teorema es bueno de
acuerdo a la definicién dada.

4. Demostracion del teorema paso a paso

El primer paso para demostrar el teorema es demostrar el siguiente lema:

Lema. Sea Ax = b un sistema de m ecuaciones lineales en n > m wvariables, y supongamos que
tiene una solucidn xo € [0,1]", es decir, con todas sus entradas ndmeros reales mayores o iguales
que cero y menores o iguales que uno. Entonces existe una solucion x € [0,1]™ para la cual al menos
n —m entradas son iguales a 0 6 1.

1. Demuestra el lema por induccién sobre n — m.

La idea fuerte para probar el teorema es la siguiente: El conjunto M es “muy bueno” porque
sus vectores suman 0, y por lo tanto la suma tiene norma 0.

En la parte de definiciones introdujimos una nocién maéas débil de un conjunto “bueno” de
vectores. La definicién es tal que si K es un conjunto bueno, entonces la suma de todos sus vectores
tiene norma a lo mas d. Probaremos que todo conjunto bueno K de k > d vectores tiene un
subconjunto bueno de k — 1 vectores. Esto nos permitira encontrar el orden deseado de los vectores
de M, por induccién.

2. Prueba que si K = {wy,ws,...,wg} es bueno, entonces ||wy +wa + -+ + wi|| < d.

Afirmacién. Si K = {wy,ws,...wi} es un conjunto bueno de k > d vectores, entonces existe
alguna i para la cual K\{w;} es un conjunto bueno de k — 1 vectores.

Los siguientes problemas estdn enfocados a probar esta afirmacion:
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3. Toma K = {wj,ws,...w,} un conjunto bueno. Considera el siguiente sistema de ecuaciones
para las variables xq, ..., xy:

T1wy + Towz + -+ + 2wy =0 (1)
T+ x4+t =k—d—1. (2)
Encuentra una solucién en [0, 1]*.

4. Aplica el lema para mostrar que hay una solucién = € [0, 1]* con al menos k — d — 1 entradas
iguales a 0 6 1, y prueba que al menos una de las entradas de z es 0.

5. Prueba que para cualquier indice ¢ con x; = 0, el conjunto K\{w;} es bueno.

Esto concluye la prueba de la afirmacién. Los siguientes problemas se enfocan en demostrar el
teorema con lo que ya demostramos. Toma M como en las hipdtesis del teorema.

6. Empieza con el conjunto M,, := M, que es bueno. Usa la afirmacién para encontrar un vector
en M, tal que al quitarlo se obtenga un conjunto M,,_; que siga siendo bueno.

7. Nota que este procedimiento se puede seguir haciendo hasta llegar a My, ;como ordenarias
los vectores de My para que cumplan el teorema?

8. Usa el orden inverso al que fuiste quitando los vectores y el orden de los vectores en My para
construir el orden deseado para la demostracién del teorema.
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