Algebra Lineal I
Proyecto
Hoyos de graficas, espacios cociente y homologia

1. Motivacion

La topologia es un area de las matematicas que lidia con espacios topoldgicos y funciones conti-
nuas. Un espacio topoldgico no es mas que un conjunto donde podemos tener una idea de “cercania’.
Conoces muchos espacios topolégicos:

= R™ es un espacio topoldgico,
= S” la esfera de dimensién n también es un espacio topoldgico,
= C también es un espacio topolégico.

Si bien existen espacios topoldgicos “mas abstractos” estos no nos interesaran por ahora.

Intuitivamente, la topologia estudia la forma. Muchas veces hay preguntas importantes, como
jcudndo se puede deformar un espacio en otro? Esta pregunta es sorprendentemente dificil, y a raiz
de esto surgié la topologia algebraica con el articulo Analysis Situs de Poincaré entre 1899 y 1904.
La idea es asociar a diferentes espacios “invariantes algebraicos”: grupos, anillos, o en nuestro caso,
espacios vectoriales, tal que si un espacio X se deforma en un espacio Y, el grupo o espacio vectorial
asociado es el mismo.

La topologia algebraica ha tenido un amplio espectro de aplicaciones. Desde encontrar “curvas
geodesicas” en relatividad general (en fisica), hasta analizar grandes cantidades de informacién
en “andlisis topoldgico de datos” (en ciencias de la computacién), entre muchas otras. Algunos
resultados importantes de esta area son:

» El teorema del punto fijo de Brouwer: cualquier funcién continua f : D? - D? tiene al menos
un punto fijo (aqui D? es el disco en el plano).

= El teorema “de la bola peluda”: No se puede peinar un coco sin dejar al menos un remolino.

= Kl teorema de las tres geodésicas: Cualquier espacio “parecido” a una esfera tiene tres curvas
geodésicas simples sin autointersecciones. Esto fue motivado por las cartas navales.

Originalmente a la topologia algebraica se le conocia como “topologia combinatoria”, pues con-
sistia en darle cierta estructura a los espacios estudiados y “contar” algunas relaciones entre los
elementos. Un ejemplo es el de “triangular un espacio” como se ve en el delfin de la siguiente ima-
gen. Ya con los tridangulos dibujados, se puede estudiar cémo se relacionan las caras, las aristas y
los vértices de nuestro espacio.
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Figura 1: Un delfin triangulado.

En este proyecto estudiaremos una versién un poco mas simple de lo anterior. Vamos a fijarnos
en espacios relativamente sencillos, llamados grdficas, y vamos a asociarles dos espacios vectoriales,
llamados “espacios” o “grupos” de homologia. Como nota, generalmente usamos el término grupo
de homologia por costumbre histérica.

Intuitivamente, nuestros grupos de homologia van a capturar informacion sobre los “hoyos” que
pueda tener nuestra gréfica, ya sean hoyos de dimensién 1 o de dimensién 0 (lo cual veremos més
adelante qué quiere decir).

2. Espacios vectoriales cociente

Sea V un espacio vectorial y W un subespacio de V. La idea detrds de un espacio cociente
es “apachurrar” un subespacio a un punto, para “ignorarlo” o “declararlo cero” de una manera
natural. Estos van a ser de suma importancia en nuestro estudio, pues son necesarios para siquiera
definir la homologia. Intuitivamente vamos a tener subespacios que “no nos importan”, y querremos
ignorarlos o declararlos cero para estudiar la estructura restante.

Teniendo esto presente, la definicién puede ser un poco intimidante, pero veremos ejemplos
concretos. Declaramos la relacién en V' dada por v ~ v’ si y sélo si v —v" € W.

Observacion 1. La relacion ~ es de equivalencia:
= Para cualquier v eV tenemos que v—v =0 y 0e W para cualquier subespacio.

= Siv~v entonces v—v' € W. Luego, como W es un subespacio, es cerrado bajo producto por
escalares. Al multiplicar por =1 tenemos que —(v-v") =v' —v e W. Esta dltima expresidn nos
dice que v’ ~ v.

s Siv~v you' ~v" entoncesv—v' €W yv' —v" e W. Asi, como W es subespacio, tenemos que
(v=v")+ @ -v")eW, pero (v-0v")+ (v V") =v-v" e W. Luego v ~v".

Recuerda que dado un conjunto A y ~ una relacién de equivalencia en A, podemos crear el
conjunto A/ ~ conformado por clases de equivalencia [a] con a € A.

Construimos el espacio cociente V /W primero como conjunto, y luego como espacio vectorial.
El conjunto subyacente va a ser V// ~ donde ~ es la relacién de equivalencia que dimos (v ~ v’ si
v—v' € W). Entonces un elemento genérico de V /W se ve como [v], la clase de equivalencia de algin
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v. Esta clase de equivalencia usualmente la denotamos (con abuso de notacién) por v + W, ya que
dos clases de equivalencia [v] y [v'] son iguales si v —v" € W, por lo que “despejando” v =v' + W.

Ejemplo 1. En V = R? si tomamos al subespacio W como el eje z, entonces la relacién estd dada
por u ~ v si v —u estd en el eje x. Entonces por ejemplo (,2,4) ~ (3v/2,2,4) pues

(7,2,4) - (3v/2,2,4) = (7 - 3v/2,0,0),

y este ultimo vector estd en el eje x, que es W.
Sin embargo, (2,0,-1) no estd relacionado con (3,4,0) pues

(2,0,-1) - (3,4,0) = (-1,-4,-1),

y este ultimo vector no estd en W.

Podemos preguntarnos por ejemplo jquienes son todos los elementos en la clase de (2,1,0)?
Esta clase consiste de todos los (z,y, z) relacionados con (2,1,0), es decir todos los (x,y,z) que
cumplen que

(z,9,2) - (2,1,0) = (z -2,y — 1,2)

estd en W. Para que la diferencia esté en W, o sea, el eje x, sus coordenadas 2 y 3 tienen que ser
cero, es decir y—1=0y 2=0. O sea

[(2,1,0)] = (2,1,0) + W = {(z,4,2) € V iy =1,z =0} = {(2,1,0) : 2 € R}.

Ejercicio 1. En el ejemplo anterior, describe geométricamente la clase de equivalencia del punto
(1,-1,1). Exprésala como interseccién de hiperplanos afines de R®. Un hiperplano afin de R? es la
traslacion de un hiperplano como los que conocemos, es decir, es un conjunto de la forma

v+S={v+s:s€eS},

en donde S es un subespacio de dimension 2 de R3

Para poder hacer este ejercicio, necesitards trasladar a la clase de equivalencia de (1,-1,1) para
que pase por el origen y encontrar a los hiperplanos en cuestion. Luego, traslada estos hiperplanos de
vuelta para encontrar la familia de hiperplanos afines cuya interseccion es la clase de equivalencia.

Ahora vamos a darle a V /W una estructura de espacio vectorial. Dadas dos clases de equivalencia
v+ W y o'+ W (si prefieres, puedes pensarlas como [v] y [v']) definimos la suma como

(+W)+ @ +W)=[w]+[v]=[v+v]=(+)+W.
Por otro lado, dado un escalar A € F', definimos el producto por escalar como
A(u+W)=X-[v]=[A-v]= v+ W

Ejercicio 2. Demuestra que las operaciones estan bien definidas. Fs decir, que da igual cual re-
presentante de [v] y [v'] escojas, el resultado es el mismo. En términos mds prdcticos, verifica que
siv~v yw~w' entonces v+w~v +w y v~ .

Si gustas, puedes demostrar de manera opcional que el conjunto, junto con las operaciones que
dimos, satisface todos los axiomas de espacio vectorial. Esto es optativo, pero te puede ayudar
mucho a repasar conceptos del curso y entender més a profundidad el espacio cociente.
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Figura 2: Espacio cociente. Las rectas del plano se apachurran al eje y

Observacién 2. Con estas operaciones, el representante del cero [0] = 0+ W = W sirve como
nuestro nuevo cero. Estamos logrando “hacer cero” nuestro W.

Veamos ahora un ejemplo que incluye las operaciones de suma y producto escalar. Esto nos
ayudard a aterrizar las ideas.

Ejemplo 2. Sea V =R? y W = {(2,0) : z € R} c R? el subespacio del eje z. {Quién es V/W?
,Cémo se ve en el plano?

Sea (x,y) un vector arbitrario en V. Tenemos que (x,y) ~ (2’,y’) si y sélo si (z,y) - (2',y")
estd en W, es decir si (z -2,y —vy") estd en W, o equivalentemente si y = y’. Entonces toda la recta
horizontal (r,y) para cualquier € R va a dar a la misma clase de equivalencia. Intuitivamente,
estamos “apachurrando” las rectas paralelas al eje x, esto lo podemos ver en la figura. Otra forma de
pensarlo es que estamos haciendo un espacio vectorial donde los objetos son las rectas horizontales
del plano, y estamos diciendo cémo podemos sumarlas y multiplicarlas por escalar. Por ejemplo, la
suma de la recta y = 3 con la recta y = 6 es simplemente la recta y = 9. El producto escalar de la
recta y = 8 con el escalar % es la recta y = 4.

Viendo de nuevo lo que obtenemos en la figura, deberia ser un poco mas claro que si apachu-
rramos en el sentido de las flechas lo que nos queda es sélo el eje y, que es isomorfo a R.

Veamos que se cumple esto, es decir, que V /W ~ R. Nuestro isomorfismo va a ser naturalmente
“proyectar” sobre el eje y, o sea 7: V — R dado por w(x,y) =y. Ojo, esta transformacién definida
en R? no es un isomorfismo, pero podemos primero “pasar al cociente”, es decir construir

7:V/W >R
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dada por
T [(zy)] = 7(z,y) =y
Primero 7 estd bien definida: si (z,y) ~ (2/,y") entonces y — ¢’ = 0 por lo que vimos anteriormente.
Es decir y = ¢y’ y por tanto n(x,y) = n(2',y’). Es claro que 7 es lineal. 7 es inyectiva, pues si
7 ([(z,y)]) = 0 quiere decir que y =0, por lo que (x,y) estéd en el eje  (en W) y asi (z,y) ~ (0,0).
Por otro lado, es suprayectiva, para cualquier r € R tenemos que 7 ([(0,7)]) = r.
As{ 7 es un isomorfismo y por tanto V/W ~ R.

En el ejemplo anterior hicimos la composicién de la proyeccion al eje y, con la transformacion
“paso al cociente”. Esta es la transformacién 7:V — V/W definida por

nNiv - [U] =v+W.
Ejercicio 3. Muestra que n es una transformacion lineal.

Estudiemos quién es el kernel de 1. Tenemos que v € kern si y sélo si n(v) = 0, o sea que
n(v) = [v] = [0], pero v ~ 0 si y sblo si v -0 = v estd en W. Esto prueba que kern = W. Por otro
lado, observa que 7 es suprayectiva por cémo construimos V/W: todo elemento de este espacio es
la clase de equivalencia de algin elemento en V. Asi

kern=W
Imn=V/W.

Por el teorema de rango-nulidad
dimkern + dimImn = dim V'

sustituyendo
dimW +dim V/W =dimV

y asi

dimV/W =dimV - dim W.
Nota cémo esta expresién si coincide con nuestra interpretacién: a V' le estamos “quitando” W.
Ejercicio 4.

s Sea V = My(R) el espacio de matrices de 2x2 con coeficientes en R y sea W el subespacio de
las matrices simétricas. ;Quién es V /W ? (Da un isomorfismo con algin espacio familiar).

= Como generalizacion del ejercicio anterior, demuestra que si V.= W & Z, entonces VW
es isomorfo a Z (le estamos “quitando” a W ). Para hacer esto, recuerda que si V=W &
Z, entonces existe la proyeccion w de V a Z. Puedes componer a esta proyeccion con la
transformacion “paso al cociente” para construir el candidato a isomorfismo.

3. Espacios vectoriales libres

Otra construccién muy importante y recurrente en muchas dreas de las matematicas es el espacio
vectorial libre generado por un conjunto. La idea es construir un espacio vectorial muy sencillo a
partir de un conjunto cualquiera. Comencemos con un ejemplo.
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Ejemplo 3. Imaginemos que A = {a,b}. Aqui a y b no son més que las letras a y b. Supongamos
que nuestro campo de eleccion es R. Queremos construir un espacio vectorial sobre R usando estas
dos letras. {Cémo podemos hacerlo?
Una opcioén seria considerar las combinaciones lineales formales de a y b. Es decir, el conjunto
de todos los elementos de la forma
ria +rab,

en donde r; y ro son numeros reales.

Para darle estructura de espacio vectorial podemos hacerlo “a lo bruto”. Es decir, jcuanto vale
(2a+4b) + (ma+67b)? Pues (2+7)a+71b. jCuanto vale 2- (a+50b)? Pues 2a +100b. Nota como a y
b en realidad no intervienen en la aritmética, pues sélo son letras. Podriamos haber usado en lugar
de a y b solo ‘manzana’ y ‘pera’ y obtendriamos un espacio isomorfo, sélo que serfan combinaciones
del estilo r1 - manzana + 75 - pera, donde sumamos manzanas con manzanas y peras con peras.

La definicién formal de espacio libre no es muy diferente a lo que discutimos en el ejemplo
anterior: si A = {x1,...,2,} es un conjunto finito y F' un campo definimos el espacio libre generado
por A como el espacio de las combinaciones lineales finitas

n
Z C;T;
i=1

con ¢; € F' 'y con las operaciones correspondientes a sumar y hacer producto escalar “a lo bruto”.
Lo denotamos por F(4),

Ejercicio 5.

n Sea Q={Q, 0,9, %, ©)}. Encuentra un isomorfismo ¢ que muestre que RE) ¢y RS son iso-
morfos.

= Si A es un conjunto finito con |A| = n, demuestra que FA) tiene dimension n y da un
isomorfismo explicito ¢ : A o pn

4. ;Que es una grafica?

Para entender la idea detras de la homologia, vamos a comenzar con espacios muy sencillos: las
graficas en el plano. Una grafica no es mas que un conjunto finito de vértices y un conjunto finito
de aristas entre estos vértices. Como ejemplo, mira la Figura [3]

También vamos a considerar graficas que tengan aristas que hacen “bucles” como la de la Figura
[] Asi mismo, permitiremos que existan varias aristas entre dos vértices.

Las graficas son espacios muy sencillos. Para propdsitos de la homologia, hace falta escoger una
orientacion de nuestras aristas. Esto no es nada mdas y nada menos que escoger una direccién para
nuestras aristas, la que queramos, y obtener una grdfica dirigida que simplemente es una gréfica
donde cada arista tiene un sentido distinguido. Por ejemplo podemos retomar nuestra primera
grafica y convertirla en una gréafica dirigida como la de la Figura
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Figura 3: Una grafica en el plano con conjunto de vértices V = {z,y, z,w} marcados en rojo y aristas
A ={a,b,c,d} marcadas en negro.

Figura 4: Una grafica con un vértice y una arista en un bucle.

5. Primer ejemplo de homologia de graficas

Antes de definir propiamente la homologia de una grafica, vamos a dar un ejemplo de cémo la
calculariamos. Recuerda que queremos que la homologia capture la informacién de los “hoyos” que
tiene nuestro espacio. Nuestro ejemplo serd la grafica dirigida G de la Figura [6}

Nuestra gréafica G tiene hoyos? Pues vemos que si, tenemos el hoyo formado por b, ¢, e, el hoyo
formado por d,a,e y tenemos el “hoyo” maés grande a,b,c,d, pero que de cierta manera es una
“suma” de los otros dos més chicos.

Comenzamos definiendo dos espacios vectoriales, llamados los espacios de “cadenas”:

= Kl espacio C es el espacio vectorial libre sobre R y generado por por el conjunto de aristas
A. En nuestro ejemplo es el espacio libre generado por {a,b,c,d,e}. Un elemento tipico se ve
como
ai-a+as-b+az-ctag-d+as-e

con a; € R escalares.

= Kl espacio Cj es el espacio vectorial libre sobre R y generado por el conjunto de vértices V.
En nuestro ejemplo Cj es el espacio libre generado por {x,y, z, w}.

Como ejemplos més concretos, un elemento de C; de nuestra grafica podria ser, por ejemplo
2a+ b +/2c— e (aqui el coeficiente de d es cero). Un elemento de Cy de nuestra grafica podria ser,
por ejemplo, 4z — 5y.
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Figura 5: Una grafica dirigida G. Observa como cada arista “va de un vértice a otro” en el sentido
de la flecha.

Figura 6: La gréfica G

Vamos a definir una transformacién lineal, cominmente conocida como “operador de frontera”
y denotado
0:C1 - Cy.

. Qué frontera podemos sacar?

El operador 0 tiene como dominio el espacio libre generado por las aristas, entonces tiene sentido
pensar en términos de la “frontera de una arista”. Dado que nuestras aristas estan dirigidas, podemos
incluso darle méas sentido a esta expresion y considerar

O(arista) = punto final — punto inicial.
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En nuestra grafica por ejemplo

da=x—-w
ob=y-x
Jdc=z-y
od=w-z
de=x-=z

Como a, b, ¢, d, e son una base para C7, hay una unica forma de extender 0 a una transformacién
lineal 9 : C; — Cy, definiendo

d(ara + asb + azc+ asd + aze) := a10(a) + a20(b) + asd(c) + a,9(d) + a59(e)

Estamos listos para definir los grupos de homologia de la grafica G. Definimos el primer grupo
de homologia de G como
Hi(G) =kerd c C;.

También definimos el 0-ésimo grupo de homologia de G como
Hy(G) = Cy/Im .

Aqui estamos usando la definicién de espacio cociente que presentamos en secciones anteriores.
Investiguemos un poco cémo se ve Hi(G).
Un elemento £ = r1a + rab + r3c + rqd esta en ker 0 si y sélo si
O(r1a +rob+ ryc+ rad + rse) = r10a + r90b + r3dc + r40d + r50e
=ri(z-—w)+ro(y—-x) +r3(z—y) +ra(w-2) +rs(x - 2)
=(ri—ro+rs)r+(ro—r3)y+(rs—ra—rs)z+ (-ry +rq)w
=0.

Cémo lidiamos con un espacio vectorial libre, la expresion es nula si y sélo si cada uno de los
coeficientes es cero. Entonces tenemos que resolver el sistema de ecuaciones

7KL —To+Ts =0

o9 —T3 =0
r3s —T4—T5 =
-r1+7g =0

Usando nuestro conocimiento de algebra lineal, tenemos que resolver el sistema homogéneo con
matriz

1 -1 0 0 1
0 1 -1 0 0
A= o o0 1 -1 -1
-1 0 0 1 0
Escalonando y reduciendo A obtenemos
100 -1 0
01 0 -1 -1
Area=lg 0 1 -1 41
000 0 O
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De aqui obtenemos que 74 y 5 son variables libres y el resto son variables pivote. Entonces £ € Cy
estd en ker 9 si y sdlo si

T =74
ro=T4+7Ts5
r3=r4+r;s

O sea si £ € (4 es de la forma
E=rga+ (rg+r5)b+(ry+rs)c+rad+rse=ry(a+b+c+d) +r5(b+c+e).
Llamando a las variables libres r4 y r5 como r y s respectivamente, tenemos que
kerd={s(a+b+c+d)+t(b+c+e):s,teR}.

Recuerda, a, b, c,d y e estén fijos, entonces la expresién de arriba sélo es de la forma s- X +¢-Y para
X,Y fijos. Es decir, ker d es “como un plano”, y por tanto isomorfo a R?, pues podemos construir
el isomorfismo ¢ : ker 0 - R? dado por

p:s(a+b+c+d)+t(b+c+e) (s,t).

Este tiene un inverso muy claro, dado por ¢ : (s,t) = s(a+b+c+d) +t(b+c+e). Queda entonces
probado el siguiente resultado para nuestra gréafica particular G.

Proposicion 1.
H,(G) =2 R?

Este espacio tiene dimensién 2, y esto coincide con nuestra intuicién de que G tiene “dos hoyos”
linealmente independientes, y de que el tercer hoyo no es mas que una “combinacién lineal de los
otros dos”.

Ya tenemos uno de los dos grupos de homologia. Ahora queremos calcular a Hy, es decir,
encontrar a Im0. Ya que tenemos A,.q podemos fijarnos en el espacio columna de A y concluir
que una base nos la dan los vectores (1,0,0,-1),(-1,1,0,0) y (0,0,-1,1). Estos corresponden a los
elementos r — w,y —x y w — y respectivamente. Para encontrar Hy hay que considerar al cociente
Cy/Im 9, para esto extendemos la base de Imd a una base de Cy con el vector (1,0,1,0), que
corresponde a la expresién x + z. Por el iltimo ejercicio de la seccién de espacios cociente, podemos
concluir (usando el mismo razonamiento que antes) que

Co/Tmd={r-(z+2):reR} =R

En resumen, el argumento anterior nos permite decir quién es el 0-ésimo grupo de homologia de
nuestra grafica particular G.

Proposicion 2.
Ho(G) ~*R

6. Definicién general de homologia en graficas e independen-
cia de la orientacion

Lo que usamos en la seccién pasada sera esencialmente la definicion que usaremos: Si entendiste
bien lo que hicimos en el ejemplo pasado esto no deberia ser nada nuevo.
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Dada una gréfica dirigida G, definimos los espacios de cadenas de dimensién 0 y 1 (denotados
como Cj y Cj respectivamente) como los espacios vectoriales libres sobre R generados por los
vértices y las aristas de G.

Definimos el operador de frontera 0 : C; — Cy como la extension lineal del operador frontera en
aristas dado por

O(arista) = punto final — punto inicial.

Definicién 1. Con el contexto que dimos, definimos los grupos de homologia de G con coeficientes
reales [ como
Hi(G) =kerdy Hyo(G) = Cy/Im 9.

Ahora que ya viste cémo calcular los grupos de homologia para una grafica cualquiera con el
ejemplo anterior, podemos ver resultados un poco mas abstractos para aclarar algunas cosas y
facilitar estos cédlculos. Para comenzar, veamos que la homologia no depende de la orientacion.

Proposicion 3. Los grupos de homologia de G no dependen de la orientacién que le demos a las
aristas. Es decir, si tenemos una grdfica no dirigida, Leo y Julio escogen dos orientaciones distintas
los grupos de homologia obtenidos son isomorfos.

Demostracion. Supongamos que G y G son dos graficas iguales pero con orientacién distinta en
algunas aristas, digamos las aristas a1, ..., a,. {En que afecta, relativo a la homologia, el cambiar
la orientacién de una arista? Si vemos nuestros cdlculos, vemos que la orientacién en realidad sélo
interviene cuando calculamos el operador frontera. Entonces en G, da; = y; —; y en G tenemos que
8(11- =T; — Y.

Para calcular H;(G) nos fijamos en la matriz cuyas columnas son la imagen de las aristas.
Comparando esta matriz con la de G, la tnica diferencia es que el signo de algunas columnas (las
columnas que corresponden a aq, ..., ay, ), esto es, la matriz del operador d en G y en G solo difieren
por multiplicar por —1 algunas columnas (que es una operacién elemental), por lo que el espacio
nulo (o kernel) es el mismo.

Para calcular Hyo(G) necesitamos fijarnos en Im 9, pero observa que, por el mismo razonamiento,
al realizar operaciones elementales, no cambiamos la imagen de J. Se sigue que Hj es el mismo sin
importar la orientacion. O

Observacion 3. Si bien nuestros grupos de homologia no dependen de la orientacion que le demos
a las aristas, st tenemos que escoger una orientacion para poder calcularlos. Como podemos elegir
cualquiera y no hace diferencia, podemos elegir alguna que nos facilite los cdlculos.

Ejercicio 6. Convéncete de la demostracion haciendo el cdlculo de la matriz de A como hicimos
en el ejemplo previo cambiando de orientacion algunas aristas (por ejemplo, cambiando a e de
sentido).

La idea de la proposicién anterior tiene sentido con nuestro marco de trabajo: cuando queremos
calcular los hoyos de una grafica, da igual si las flechas van en un sentido o en otro, los hoyos estan
ahi.

Ejercicio 7. Calcula los grupos de homologia del tetraedro T, cuya grdfica es la de la Figura[7.

1En general, podemos usar cualquier campo F para, los coeficientes. Pero aqui nos enfocaremos en el caso F = R.
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Figura 7: La gréfica tetraedro, T'.

7. Propiedades de los grupos de homologia

Ahora vamos a ver algunas propiedades més abstractas que van a facilitar mucho nuestro trabajo
de calcular grupos de homologia.

Decimos que una grafica G es conexa si para cualesquiera dos vértices z,y en V existe una
sucesion finita vértices distintos (x,v1,...,v,,y) tal que cada vértice es adyacente al que sigue (es
decir, forman una arista). A esta sucesién de vértices se le conoce como una trayectoria de x a y.

Ejemplo 4. Todos los ejemplos de graficas que hemos dado hasta ahora son graficas conexas. La
grafica H en la Figura 8] también es conexa.

H

Figura 8: Una grafica conexa.

En efecto, entre cualesquiera dos vértices hay una trayectoria. Por ejemplo entre x y v tenemos
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la trayectoria dada por (z,y,z,w,v) y entre cada uno de estos hay una arista. Similarmente entre
2y p tenemos la trayectoria (z,w,u,p).

Ejemplo 5. La grafica J que damos en la Figura[9no es conexa. Esto se debe, por ejemplo, a que
no hay una trayectoria de z a v.

J

Figura 9: Una gréfica que no es conexa.

El concepto de conexidad de graficas es importante, ya que nos permite calcular “de vistazo” al
grupo Hy.

Teorema 1. Si G es una grdfica coneza, entonces Ho(G) = R.

Demostracion. Vamos a ver que en realidad en la clase de equivalencia de Cy/Imd sélo hay un
vértice. Fijemos = € V' y sea y cualquier otro vértice. Recuerda que la definiciéon de espacio cociente
nos dice que z ~ y si y sblo si x —y € Imd. Como G es una grafica conexa, tenemos que existe
una trayectoria (x,v1,...,v,,y), y denotemos las aristas entre cada vértice por a;. Es decir ag es
la arista entre x y vy, ag la arista entre v3 y vy, etc...

Podemos escribir

T—Y=T—Vyg+Vg—V1+V] —V2+-+Up—Y
=(z-vo) + (vo—v1) + (v1 —va) +- + (V5 — )
:iaaoiaali"‘iaan

=0(zaptay +---+a,)€Ima.

En la cuarta expresion de la cadena de igualdades anterior, los signos + se deben a que depende de
la orientacién que escojamos para cada arista. Esto quiere decir que en realidad sélo tenemos una
clase de equivalencia en nuestro cociente: la del generado por x. Entonces cualquier elemento Y c;v;
es de la forma (Y ¢;) « € span(x). Observando que span(x) 2 R se sigue el resultado. O

También hay un teorema bonito sobre los grupos H;, pero para éste tenemos que definir una
operacion en nuestras graficas.

Supongamos que tenemos dos graficas G y H con dos conjuntos ajenos de vértices y aristas.
Escogemos un vértice en G, digamos g, y un vértice en H, digamos h. Definimos la suma de G y
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H en los vértices g y h, denotada como G V(4 ) H, como la grifica obtenida al “pegar” G y H por
los vértices g y h en un solo vértice g = h. Un ejemplo te ayudara a aclarar a qué nos referimos.

Ejemplo 6. Si G, H son como en la Figura podemos calcular la operacién visualmente.

G H

GV H

Figura 10: La suma de dos graficas en sus vértices g y h

Como resultado estelar de este proyecto, proponemos el siguiente teorema, cuya demostracién
es un ejercicio guiado.

Teorema 2. Si G,H son dos grdficas con vértices y aristas ajenas, g € G, h € H son dos vértices,
entonces

Hl(G V(g,h) H) = Hl(G) EBHl(H)

Ejercicio 8. Demuestra el teorema anterior. Puedes apoyarte de los siguientes pasos, pero recuerda
que solo son una guia. Tendrds que mostrar cada cosa enlistada en los pasos.

1. Encuentra una inclusion ¢ : C1(G) - C1(G v H) y una inclusion ' : C1(H) - C1(G v H).
Verifica que C1(G)+C1(H) =C1(Gv H) (o sea, que generan,).

2. Usando lo anterior, una cadena ¢ de C1(G v H) se puede escribir como una suma c¢i + ¢z con
c1 una cadena en C1(G) y co una cadena en C1(H). Usando esta igualdad ¢ = ¢1 + co junto
con el operador frontera, traduce la condicion dc =0 en términos de ¢y y co.

8. Apdyate de la condicion anterior, y del hecho que el inico vértice en comin entre G y H es
g = h, para concluir que dcy = dcg = 0. Esto implica que ¢1 y ¢y estdn en Hi(G) y Hi(H)
respectivamente, y por tanto estos dltimos generan a H1(G v H) (explica por qué).

4. Justifica por qué H1(G)n Hy(H) = {0}.
5. Combina 3 y 4 para llegar a la conclusion del teorema.

Ejercicio 9. Usa el teorema anterior (posiblemente varias veces) para calcular Hy de la grdfica
“dientes de cocodrilo”.
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aio a1

an &g

Figura 11: La grafica de “dientes de cocodrilo”
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