Tarea 2
Algebra Superior I

Agosto de 2020

Esta es una tarea de 100 puntos. Cada ejercicio tiene marcado su valor. Si
la respuesta es correcta y completa tendras el total de puntos. En caso de estar
incompleto o incorrecto, se asignara los puntos proporcionales a la parte correc-
ta de la respuesta. La entrega de cada ejercicio se debera hacer por separado en
el trabajo de clase correspondiente.

Quienes estén de oyentes deberan agregar a cada entrega la leyenda “Estoy

de oyente”. De la misma manera, los alumnos que si estan inscritos en el curso
deberan agregar el mensaje “Soy alumno inscrito”.

Ejercicio 1. (20 puntos) Demuestra la siguiente proposicion: Para cualesquiera
conjuntos A, B,C, D tenemos:

1. SSACC yBCD entonces AUBC CUD.

Demostracion. Por hipdtesis, sabemos que A C C'y que B C D, entonces
podemos suponer que existe un z tal que z € AU B, entonces:

r€ AUB= (x € A)V (z € B)
Por las hipdtesis de contencién, esto implica que:

(xeC)V(xeD)=zecCUD

2. ACCyBCC siysolosiAUBCC.

Demostracion. = ) La hipétesis nos dice que A C C'y B C C, entonces
podemos tomar z € AU B, de forma que:

r€AUB= (x€ A)V (z € B)



Y por la hipétesis de contencién:

(ze)V(xzel)=zeCUlC=C

Aqui podemos asegurar que x € A U B para todo x en tal unién,y asi,
x € C, por lo tanto, AUB C C.

< ) Ahora, la hipétesis es que AU B C C, entonces aqui podriamos hacer
dos casos: uno en que x esté en A y otro en que x esté en B. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que x € A.

r€A=2xc AUB=x2ec(C

Por lo tanto, como esto pasa para toda x en A, tenemos que A C C.
Por otro lado, si queremos tomar a algiin = en B, el procedimiento es
exactamente andlogo, por lo que B C C.

O

Ejercicio 2. (20 puntos) Demuestra la siguiente proposicion:
Para cualesquiera conjuntos A, B, C se tiene AN(BAC) = (ANB)A(ANC).

Demostracion. Sean A, B,C conjuntos. Para demostrar que A N (BAC) =
(AN B)A(ANC), procederemos por doble contencidn.

C) Seaxz € AN (BAC). Entonces z € Ay x € BAC por definicién de la
interseccién, por lo que, x € Ay (x € B—C o 2 € C — B) por la definiciones
de diferencia simétrica y unién. Ahora, como la conjuncién distribuye sobre la
disyuncién tenemos que (r€ Ayx € B—C)o (v € Ayxz e C —B).

Por lo que tenemos 2 posibles casos:

1Siz e Ayx € B—C, entonces z € A,z € By x ¢ C, por lo que
x € AN B. Ahora, como z ¢ C, tenemos que © ¢ ANC, pues ANC C C,
por lo que z € (AN B) — (AN C) por definicién de diferencia. Ademds
(ANB)—(ANC) C((ANB)—(ANC)U((ANC)—-(ANB)) =
(ANB)A(ANC), por lo que z € (ANB)A(ANC).

2Sixe Ayax e C—B,entonces z € A,z € Cyx ¢ B, por lo que
xz € ANC. Ahora, como = ¢ B, tenemos que x ¢ AN B, pues ANB C B,
por lo que z € (AN C) — (AN B) por definicién de diferencia. Ademds
(ANC)—(ANB) C((ANB)—(ANC)U((ANC)—-(ANB)) =
(ANB)A(ANC), por lo que z € (ANB)A(ANC).

Entonces, como son todos los casos posibles, tenemos que x € (ANB)A(ANC).
Por lo tanto AN (BAC) C (ANB)A(ANC).

D) Seax € (ANB)A(ANC). Entonces x € (ANB)—(ANC))U(ANC)—
(AN B)) por definicién de diferencia simétrica, por lo que x € (ANB) —(ANC)



oz € (ANC)— (AN B). Entonces tenemos dos casos:

1Size(ANB)—-(ANC), entonces x € ANBy x ¢ ANC por definicién
de diferencia, por lo que z € A, x € By x ¢ AN C por la definicién de
interseccion.
Por otro lado, si € C, como x € A, tenemos que x € ANCyx ¢ ANC
por hipétesis, lo que es una contradiccién. Por lo que = ¢ C.
Entonces z € A, x € By z ¢ C, lo que implica quex € Ayz € B-C
por definicién de diferencia. Ademds B — C C BAC, porloque z € Ay
x € BAC. Por lo tanto x € AN (BAC), por definicién de interseccién.

2 Size(ANC)—(ANB), entonces t € ANC y x ¢ AN B por definicién
de diferencia, por lo que z € A, x € C' 'y x ¢ AN B por definicién de
interseccion.

Por otro lado, si € B, como x € A, tenemos que x € ANByxz ¢ ANB
por hipétesis, lo que es una contradiccién. Por lo que = ¢ B.

Entonces z € A, z € Cy z ¢ B, lo que implica que z € Ayxz € C — B
por definicién de diferencia. Ademas C' — B C BAC, porloque x € Ay
x € BAC. Por lo tanto x € AN (BAC), por definicién de interseccion.

Entonces, como son todos los casos posibles, tenemos que x € AN (BAC).
Por lo tanto AN (BAC) 2 (AN B)A(ANC), lo que concluye la demostracion.
O

Ejercicio 3. (20 puntos)Sean A = R, B = {0,2,4,6,8}, C = {r} y D =
{-3,-2,-1,0,1,2,3}. Encuentra:

i) AUB.
i) AN B.

iii) (ANB)U(ANC).
iv) AU(CN D).

v) AN(CUB).

vi) (AUB) — (C'ND)
Solucién:

i) AUB=A=Ryaque B C A (los reales con 0,2,4,6 y 8 no son mas que
los reales por si mismos).

ii) AnB=B=1{0,2,4,6,8} ya que B C A (como 0,2,4,6,8 nimeros natu-
rales, particularmente son reales).

iii) (ANB)U(ANC) =(BUC) = {0,2,7,4,6,8}. La primer igualdad es
consecuencia de que tanto B, C son subconjuntos de A y la segunda es la
definicién de unién.



iv)

vi)

AU(CND)=A=R. Como tanto C, D son subconjuntos de R, entonces
C' N D es un subconjunto de R y como en los casos anteriores, al unir
esto con un conjunto que lo contiene, el resultado es el conjunto que lo
contiene.

AN(CUB)=CUB ={0,2,7,4,6,8}. Notemos que C'U B es un subcon-
junto de A = R, por lo que basta con calcular C'U B como en un inciso
pasado.

(AUB)—(CND)=A-)=A=R. (AUB)=A=Ryaque BC A
y CND =0 yaque Cy D no comparten elementos. La tltima igualdad
es R — ) = R ya que para cualquier conjunto, si le quitamos el vacio, nos
queda el mismo conjunto.

Ejercicio 4. (20 puntos) Demuestra la siguiente proposicion: Sean A, B, C con-
Juntos entonces A x (BUC) = (Ax B)U(AxC).

Solucién: Para este ejercicio queremos demostrar que A x (B U C) =
(A x B)U (A x C), para esto vamos a demostrar que:

Ax (BUC)C(AxB)U(AxC(C)

y que:

Q)

v

Ax(BUC)D (AxB)U(AxC).

Para esta contencién: Sea (r,s) € A x (BU ('), queremos ver que (r,s) €
(Ax B)U(AxCC).

Por definicién de producto cartesiano se tiene quer € Ay s € BUC. Por de
definicién de unién de dos conjuntos se sigue quer € Ay (s € B 6 s € C).
Como tenemos que s € B 6 s € C:

i) Si s € B, entonces (r,s) € A x B. Luego se cumple que (r,s) € Ax B
6 (r,s) € Ax C (porque eso verdadero cuando alguna de las dos es
verdadera y se cumple que (r,s) € A x B). De esta forma, tenemos
que (r,s) € (Ax B)U(AxO).

ii) Si s € C, entonces (r,s) € Ax C. Luego se cumple que (r,s) € Ax B
6 (r,s) € A x C (porque eso verdadero cuando alguna de las dos es

verdadera y se cumple que (r,s) € A x C). De esta forma, tenemos
que (r,s) € (Ax B)U (A x C).

Por lo tanto, sin importar que pase ) 6 i) se tiene que (r,s) € (A x B) U
(A x C)yportanto Ax (BUC)C (Ax B)U(AxC)

Para esta contencién: Sea (r,s) € (A x B) U (A x C), deseamos mostrar
que (r,s) € Ax (BUC).

Por definicién de unién de dos conjuntos tenemos que (r,s) € A x B 6
(r,s) € Ax C:



i) Si (r,s) € A x B, entonces por definicién de producto cartesiano se
sigue que r € Ay s € B. Como s € B, se sigue que s € BUC (para
que un elemento esté en una unién de conjuntos, basta con que esté
en alguno de los dos). Como rr € Ay s € BUC, usando la definicién
de producto cartesiano tenemos que: (r,s) € A x (BUC).

ii) Si (r,s) € A x C, entonces por definicién de producto cartesiano se
sigue que r € Ay s € C. Como s € C, se sigue que s € BUC (para
que un elemento esté en una unién de conjuntos, basta con que esté
en alguno de los dos). Como r € Ay s € BUC, usando la definicién
de producto cartesiano tenemos que: (r,s) € A x (BUC).

Por lo tanto, sin importar que pase i) 6 i) se tiene que (r,s) € Ax (BUC)
y por tanto (A x B)U(AxC) C Ax (BUC)

Por C) y D) llegamos a que
(AxB)UAXxC)=Ax(BUC)

como se requeria.
Solucién alterna: Recordemos que por un teorema en las notas 1.4 del

curso, tenemos la siguiente propiedad de distributividad para las proposiciones
P,Qy R:
P A (QV R) es equivalente a (P A Q) V (P AR). (1)

Entonces

Ax(BUC) = ,Y)
%)

{(z,y) | r€e ANy e BUC}
{(z.y
= {(z,y)
{(z,y
{(z,y

reAN(ye Bvye(O)}
(zeANyeB)V(zre AnyeO)}
(z,y) e AX BV (x,y) € AxC}
(2,9) € (Ax B)U (A x C)}
(AxC).

|
|
|
Y) |
— ()|
= (AxB)U
Donde, la primera igualdad se satisface por la definicién de producto carte-
siano. La segunda igualdad se satisface por la definicién de unién de dos con-
juntos. La tercera igualdad se satisface por (1), donde P=2x€ A, Q=y € By
R =y € C. La cuarta igualdad se da por la definicién de producto cartesiano.
La quinta igualdad se satisface por la definicién de unién de dos conjuntos. Y
la dltima igualdad se cumple por la definicién de producto cartesiano.
De esta forma, tenemos lo que se desea: A x (BUC) = (A x B)U (A x C).

Ejercicio 5. (20 puntos).

1. Definimos que un una relacion R en Z+ X Z como sigue: Sea (m,n) €
77 x Z, m esta relacionado con n si m divide a n. Encuentre la relacion
inversa R~ y determine el dominio y codominio.



2. Definimos una relacion en el plano R? como sigue: dos puntos (xo,%o) ¥y
(1,91) del plano estdn relacionados si yo — 22 = y1 — x3. Verifique que
esta relacion es una relacion de equivalencia.

Solucion:

1. Por definicion

Rfl

{(s,0)I(t,s) € R}
{(s,t)|t € ZT,s € Z y t|s} (2)
{(s,t)|s € Z,t € ZF, y t|s}

Vamos a mostrar que el domonio de R™! es Z. Primero mostremos que
7 es subconjunto del dominio de R. Sea | € Z. Notemos que (I,1) € R™!
porque (1,1) € R, asi | esta en el dominio. La otra contencién es por
definicién de R™1.

R~! C Z x Z* entonces, tenemos por definicién que el codominio de R~!
es ZT.

2. Ahora verifiquemos las condiciones de relacién de equivalencia:

a) Reflexividad. Sea (z,y) € R2. y—a? = y—2?, asi (r, y) esta relacionado
consigo mismo.

b) Simetria. Sean (z1,y1), (r2,y2) € R? tal que (x1,y1) esta relacionado
con (r3,%s), es decir, y; — 2% = y, — x3. Puesto que y» — 23 = y; — 27
tenemos por definicién de la relacién que (z2,y2) esta relacionado con
(z1,91)-

c) Transitividad. Sean (x1,y1), (z2,¥y2), (z3,y3) € R? tal que (z1,y1) esta
relacionado con (2, y2) v (22, y2) esta relacionado con (z3,ys3), es decir,
Y1 — 27 = yo— 23y y2 — 23 = y3 — 3. De la transitividad de la igualdad
tenemos que y; — 27 = y3 — 2, asf (x1,y1) esta relacionado con (3, y3).

Por lo tanto la relacion es una relaciéon de equivalencia.



