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1. Modulo 10. FUNCIONES CIRCULARES DE SUMAS Y DIFE-
RENCIAS

1.1. Funciones de —( en terminos de [

Analicemos con cuidado la figura siguiente, en la que se muestra un punto P(3), correspondiente a un arco 3, y
el punto P(—p).

P(#)=(cosh, senh)
Y,

/).

P(-#) = (cos(-7F), sen(-F))

Definicion.

Sabemos que las coordenadas z,y del punto P(8) son (cosf3,sinf), y de las coordenadas de P(—3) son
(cos(—0),sin(—p)). De la figura se obtienen las siguientes identidades:

sin(—f) = —sing

cos(—f) = cos 8

y asi, las otras funciones quedan como

tan(—f) = —tan 8
cos(—f) = —cot 8
sec(—p) = sec 8

csc(—pf) = —cse

1.2. Propiedad de las cofunciones

Definicion.

Cada funcién circular tiene una co-funcion. La cofuncion del seno es el coseno, la cofuncion de la tangente
es la cotangente y para la secante es la cosecante. De ahi que se nombren con el prefijo “co”.

Cada funcién estd relacionada con su cofuncién de modo que toda funcién circular de [ es igual a la
cofunci’on de 7/2 — 8

Lo anterior puede verse en la figura siguiente.




P(%_ﬂ)= (cos(%‘ﬂ), sen(%_ﬂ))

gy 3
/‘7\ P(ﬁ)=(cosﬂ,senﬂ)
\J/\\

Si S es el arco descrito al desplazar P desde A(1,0) hasta S en sentido positivo, entonces /2 — 3 es el arco que
se obtiene al restarle 8 a w/2.Notemos que 8 y m/2 — 3 tienen la misma longitud de arco, y de la figura observamos
que la x del punto P(8) es igual a la ordenada del punto P(w/2 — ), y la ordenada de P(f), es igual a la abscisa
de P(w/2 — ), es decir

Definicién.
1. sin 8 = cos(r/2 — B) 4. cot B = tan(r/2 — B)
2. cos 3 = sin(mr/2 — B) 5. sec B = csc(m/2 — B)
3. tan 8 = cot(r/2 — B) 6. cscfB = sec(n/2 — f)

Con éstas propiedades podremos escribir algunas expresiones en términos de otras mas sencillas.

Ejemplo 1.

Escribir sec(w + ), como una funcién en terminos de

Solucion. sec(m + () = sec(5 + § + (). Escribimos 7 4 8 como 5 4 § 4 3
sec(5 — (—=(5 + B))). Esto por a +b=a — (—b)

csc(—(5 + fB)). Por la propiedad de las cofunciones.

—csc(G) + B. Pues csc(—f) = —csc B

—csc(§ — (=B)). Pora+b=a— (-b)

—sec(—f). Propiedad de las cofunciones.

= —sec 8. Recordemos que sec(—f) = sec 8

1.3. Seno, coseno y tangente de sumas y diferencias

Deduciremos una identidad para el coseno de la diferencia de dos nimeros, y veremos pueden deducirse de ésta
unas identidades andlogas para el seno y la tangente.
Sea P(a), P(B) los puntos terminales de los arcos a, 3, respectivamente mostrados en la figura.

El arco o — 3, es el arco cuya longitud es la diferencia de « y 8, marcamos su punto terminal P(a — f3)



Las coordenadas de cada uno de estos puntos pueden escribirse como;

P(a) = (cos a, sin )

P(B) = (cos B,sin f)

Pla—p) = (cosa — B,sina — )

Ahora, notemos que el segmento que une P(«a) con P(f), es igual en longitud al segmento que une a A(1,0) con
P(a— f8). Si denotamos éstos segmentos como dy, ds tendremos por la férmula de la distancia entre dos puntos que

dy = \/(cosa — cos §)2 + (sin o — sin 3)2

doy = \/(cos(a —B)—1)2 4+ (sin(a — p) — 1)?
Pero como 1d = 2d

V/(cosa — cos 3)2 + (sina — sin §)2 = v/(cos(a — B) — 1)2 + (sin(a — §) — 1)2

Si elevamos al cuadrado

(cosa — cos ) + (sina — sin §)? = (cos(a — B) — 1)? + (sin(a — B) — 1)?

Desarrollando, nos queda:

-

—_— —_— —_—
cos? o — 2 cos acos feos? B + sin? a — 2sin asin Bsin? B = cos2(a — ) — 2cos(a — B) + 1 4 sin®(a — B)
Y como sin? a 4 cos? @ = 1, podemos simplificar los terminos que estan marcados, obteniendo

2—2cosacos B —2sinasinf =2 — 2cos(a — )

De donde obtenemos

Definicion.

cos(a — ) = cosaccos B + sin asin 3

Podemos obtener la expresién para el coseno de una suma haciendo cos(a + ) = cos(a — (—f)) y usando la
ecuacion (1)

Definicion.

cos(a + ) = cosacos 8 — sin asin 8

Para obtener expresiones para el seno de una suma o diferencia, usamos que
sin(a + ) = cos(§ — (a + B3)), por la propiedad de cofunciones

= cos((5 — a) — () agrupando de una manera distinta

cos(§ — ) cos B 4 sin(§ — ) sin 3 Usando la expresion (1)

sin(a 4+ ) = sinacos 8 + cos asin 8 por la propiedad de cofunciones.

Definicion.

sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3




Haciendo o — 8 = o + (—f3), obtenemos de lo anterior que

Definicion.

sin(a — ) = sinacos f — cos asin 3

Obtengamos ahora, expresiones para la tangente de una

sin(a + )

suma y tangente de una diferencia.

sin a cos 8 + cos a:sin 3

tan(a+ ) = cos(a + )

sin a cos 3

cosa.cos 8 — sinasin 8

cos asin B

cos acos f3

cos « cos 3

cos acos B

sin acsin B

+

cos acos 3 cos acos f3

Definicion.

tan a+tan 8
1—tan atan 3

tan(a + 3)

Similarmente, puede obtenerse

Definicion.

_ tana—tanf
tan(a — 8) = Tranatn s
1.4. Funciones circulares del doble de un numero

Demostrar las siguientes identidades.(Sugerencia: hagase 2a = o + «)

1. sin(2a) = 2sinacos @

2. cos(2a) = cos® aw —sin® a = 2cos? a — 1 = 1 — 2sin’ o
3. tan(2a) = {2ang
1.5. Transformacion de productos a sumas y viceversa
Productos a sumas
1. sinacos B = 3(sin(a + ) + sin(a — 3))
2. cosacos 3 = £ (cos(a + B) + sin(a — B))
3. sinasin 8 = £ (cos(a — B) — cos(a + f3))
Suma a producto. Si hacemos a+ =60, a0 — f=w
0= 52— O
Si sustituimos estos valores en las 3 identidades Pasadas tenemos
4. sinf +sinw =2 - sina‘”‘T“’ - COS 9_7‘*’
5. sinf —sinw = 2 - cosae%“ . sine_?“
6. cosf + cosw =2 - coso/”T‘“ - COS ‘FT‘”
7. cosf —cosw =2 - sina‘”T“’ - sin 977‘*’




Ejercicios y problemas

1.6.

1. Escribir las siguientes funciones en términos de su cofuncion.

a) cos(w/2 —8)

b) cos(m/2 —f)

¢) tan(m/2 — 10)

d) cot(m/2 — 68)

e) sin nv8
2. Escribir las funciones siguientes en términos de 3

a) tan(—p)
b) sec(—5)
¢) sin(—p)
d) cse(—p)
¢) cos(—f)

f) cot(m/2+ B)
g) csc(m/2 — )
h) sec(m — 8)

3. Encuentra el valor exacto de:
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4. Desarrolla las siguientes expresiones y sustituye los valores exactos de las funciones.
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5. Escribe las funciones siguientes como funciones de un nimero 0 < 8 <

a) cos12.43



=

) sin(9.1309)
) sin8

) sin(8.1763)
)

)
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f) co0s(9.5213)

sin(
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6. Encuentra el valor de las funciones circulares que se piden.

a) Sicosa=—4/5y el punto terminal P(«) estéd en el segundo cuadrante. Encontrar sin(2«)

b) Sisina =4/5 estd en el segundo cuadrante. Encuentra el valor de cos 2«

¢) Sisina = 3/5, P(«) estd en el primer cuadrante. Encuentra el valor decos 2«

d) Dado que sinaw = —3/5, P(«) estd en el tercer cuadrante. ;Cudl es el valor de tan(2«)?

e) Sicosa = —5/13, P(«) esta en el tercer cuadrante. Encontrar sin 2«

f) Sitana = 3/4 y el punto terminal P(«) estd en el primer cuadrante, calcula el valor de tan(§)

7. Cambia las expresiones, escribiendo el producto como suma, y las sumas como productos.

a) sin b + sin 1560

b) cos 1760 + cos 50

¢) sin 560 + sin 30 + sin 10 + sin 90
d) sin 80sin46

e) cos 50 sin 66

f) sin 2 cos 2%



