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1. Modulo 15.LOS NUMEROS REALES

La union del conjunto de niimeros racionales con el conjunto de niimeros irracionalesforma el conjunto de nimeros
reales, que es con el que trabajaremos mucho mas en el resto del curso. Denotamos a este conjunto por R y forma lo
que se llama un campo. Un campo es una estructura algebraica, un conjunto con dos operaciones: suma y producto,
que satisfacen varias propiedades que enlistaremos a continuacién.

1.1. Postulados de campo.

Un postulado es un enunciado que es cierto y que aceptamos sin demostraciéon. Por otro lado, un teorema es
una proposicién que requiere una demostracion légica para concluir su veracidad. Los siguientes son postulados
que cumplen todos los nimeros reales. Con ellos demostraremos algunos teoremas y resolveremos ecuaciones y
desigualdades.

1. Postulado 1. Cerradura Sean a,b € R, entoncesa+be€ Ry a-beR.
2. Postulado 2. Conmutativo Si a,b € R, entoncesa+b=b+a,a-b=0b-a

Postulado 3. Asociativo Si a,b € R, entonces (a +b) +c=a+ (b+c¢)ya-(b-¢c)=(a-b)-c

= 89

Postulado 4. Distributivo Si a,b € R, entonces a- (b+¢)=a-b+a-cy (a+b)-c=a-c+b-c

5. Postulado 5. Identidad Existe un elemento identidad para la suma, denotado por 0, tal que a+0 = a.
y también existe un elemento identidad para el producto, denotado por 1, tal que a -1 =a

6. Postulado 6. inversos En la suma. Para todo a € R, existe un elemento —a, llamado inverso aditivo

(o simétrico), tal que sumado con a, nos da el elemento identidad: a + (—a) =0

En la multiplicacién. Para todo a € Ra # 0, existe un elemento 1/a, llamado inverso multiplicativo (o
reciproco), tal que multiplicado por a, nos da el elemento identidad: (a)(1/a) = 1

Un conjunto de nimeros que satisface los postulados 1 al 6, forma lo que llamamos un campo. Asi, el conjunto
de los numeros reales es un campo. De hecho el conjunto de niimeros racionales forma por si mismo un campo y los
nimeros complejos también forman otro campo. Los enteros en cambio no forman un campo, ya que no todo ntmero
entero tiene un inverso multiplicativo.

1.2. Postulados de orden.

Veremos ahora que R es un campo ordenado, es decir, sus elementos guardan un orden entre si, dado por una
relacién que se denota por el simbolo ”<” (menor que).

Definicion.

Sea P, el conjunto de todos los ntimeros reales positivos.
Si a,b € R, decimos que a es menor que b, a < b, siysolosib—a € R

Analogamente definimos que a es mayor que b, a > b, siy solosib—a ¢ P

Aprovecharemos este parrafo para comentar el significado de la frase ”si, y sélo si”. En la l6gica matematica, la
manera de hacer conclusiones es usando implicaciéon. Una implicacion es un enunciado de la forma: si P, entonces
@, donde P y @ son afirmaciones cuya veracidad es comprobable. Un ejemplo de la vida real seria: Si hoy llueve,
entonces me mojaré. Un ejemplo dentro de las matematicas es: Si n es un nuimero par, entonces n tiene mitad.
En la vida real puede ser més o menos dificil comprobar la veracidad de las afirmaciones. En mateméticas usamos
un sistema de definiciones, postulados y teoremas para asegurarnos de que toda afirmacién que entre en juego sea
verificable. El si y sdlo si lo utilizamos para denotar una doble implicacion. Por ejemplo: Una figura plana es un
cuadrilatero si, y solo si tiene cuatro lados. El enunciado anterior denota una doble condicién: Si una figura plana
tiene cuatro lados, entonces es un cuadrilatero. Reciprocamente si una figura plana es un cuadrildtero, entonces tiene
cuatro lados. Otro ejemplo: n es un nimero par si y sélo si n tiene mitad. Si n es un niimero par, entonces tiene
mitad; por otro lado, si n tiene mitad, entonces es un nimero par.



Pasemos entonces a enunciar los postulados de orden de los ntimeros reales.

Definicion.

Postulado 7. Tricotomia Si z,y € R, entonces solo una de las proposiciones siguientes es verdadera:
<Y, T>Y,r=1y

Postulado 8. Transitivo Si z,y,z € R. Si < y,y < z entonces z < z

Postulado 9. Aditivo. Sean z,y,z € R. Si z < y, entonces z + z < y + 2

Postulado 10. Multiplicativo. Sean z,y,z € R. Si < y,z > 0, entonces zz < yz

Notacion: El simbolo = se lee .®*tonces.° implica que”.

El simbolo <= se lee ”si, y sélo siz denota una doble implicacién.

Enunciemos nuestro primer teorema.

Teorema 1.

Sia>b<—= —a< —b

Demostracion. Partimos de a > b, Dado por hipdtesis

Sumamos (—a) + (—b) € R, esto por la cerradura

a+ ((=a) + (=b)) > b+ ((—a) + (=b)), Postulado aditivo

(a+ (—a)) + (=b) > (b+ (b)) + (—a), Asociativo y conmutativo
0+ (=b) > 0+ (—a),De inversos aditivos.

—b > —a, Postulado 5

—a < —b, cumpliendose el teorema.

Veamos un ejemplo

5>3 — —-5< -3

Ejercicio 1.

Demostrar que si —a < —b, entonces a > b

Teorema 2.

Sean z,y,z € R, Si z < y,z < 0, entonces zz > yz

Demostracion. x < y, Partiendo de nuesta hipotesis

z2<0 = —z>0, Por el teorema 1.

z(—2) < y(—=z), Postulado multiplicativo, y se multiplica por (—z)
—xz < —yz, Resolviendo

rz > yz, Teorema 1.




Indica cual de los cuatro postulados de orden se usé en cada proposicién.
l.z2>4 = z+(-1)>4+(-1)
2. Sia,beR,a<b = 4a < 4b

SimeR,m#0,m<0 = m>0

Sia,beR,a<b+1 = a—-1<D

Sean p,q,r € R;r > 0.p>qg = pr >qr

m,npeER;M<n —= m+p<n+p

v,s ERv>0w<v+s = v2<v(v+s)

e =o& & e 89

Sean a,b,c e R;ja<bb<c — a<c

1.3. Solucion de desigualdades

Los cuatro postulados de orden, junto con los teoremas anteriores nos permiten resolver desigualdades: hallar el
conjunto solucién de proposiciones donde intervienen desigualdades. El conjunto solucién es el conjunto de todos los
nimeros reales para los cuales es cierta la desigualdad.

Ejemplo 1.

Hallar el conjunto soluciéon de la desigualdad 2z 4+ 1 > 3.

Solucion. Usando los postulados de orden tenemos que:

2z 4+ 1 > 3. Hipotesis.

2z + 1+ (—1) > 3+ (—1), Postulado aditivo: Se sumé —1 a ambos lados.
2x > 2, Resolviendo operacion

1/2(2x) > 1/2(2), Postulado multiplicativo: Se multiplic6 por 1/2.

x > 1, Resolviendo operaciones.

El conjunto solucién de la desigualdad puede escribirse asi:

{z e R|z > 1}

Eso significa que la solucién de la desigualdad 2z 4+ 1 > 3 no es un ntmero, sino un ntervalo de nimeros: el
intervalo que va del 1 hasta el infinito:

A

i | (O >

-1 0 1 2 3

El “circulo hueco” en el 1 indica que el valor x = 1 no forma parte de la solucién, sélo aquellos valores de x
que son estrictamente mayores a 1: 1.01, 2, 5/4, 2 | etcétera.

Encuentra el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.

1. 8228 <2 +3 5 2z+4>-10

2. 20 —1/3<3/2+ 3 6. 2—3z>4z—5
3.3c+5>8 7.3/50—2>2/5x+7
4. —2z+3<1 8. 8z > 6z + 14

Intervalos.Vamos a representar y a llamar a los intervalos de nimeros de la manera siguiente:



. Intervalos abiertos. abierto. Son todas las x tales que a < x < b. Se denota (a,b).

(a.b)
4—@—69—»

a b
. Intervalo cerrado Son todas las z tales que a < & < b . Se denota [a, b].

® ° [a.5]

a b

. Intervalo semiabierto. Pueden ser todas las x tales que a < & < b. Se denota (a, b].También es semiabierto un
intervalo de la forma a < z < b, denotado [a, b).

(a,b]

v

P

®
b

[a,b)

A

® P—

Los conjuntos anteriores tienen la propiedad de ser acotados: hay un nimero mayor y un nimero menor. Hay
sin embargo casos de conjuntos donde esto no ocurre. Llamaremos a estos intervalos no acotados y son los
siguientes:

. Intervalo abierto no acotado: Dado un numero real a fijo, los nimeros reales x tales que a < z forman el
intervalo denotado por (a, 00)

(a,0)

T
< N,
a

Dado un ndmero real b fijo, el conjunto de niimeros reales z tales que x < b forma el intervalo (—o0,b)

(—OO, b)

TP

. Intervalo cerrado no acotado: Dado un numero real a fijo, los nimeros reales x tales que a < x forman el
intervalo denotado por [a, 00).

[a,0)

“ ®

a

Dado un nimero real b fijo, el conjunto de niimeros reales = tales que x < b forma el intervalo (—oo, b]:

[—o0,b)

’b >



Ejemplo 2.

Hallar algebraicamente el conjunto solucién de la desigualdad 22 + 112z < —24.

Solucion.Escribamos la desigualdad en una forma més conveniente: 22 4+ 11z +24 < 0

Factorizando: (x + 8)(z +3) < 0

Ahora bien, la expresién anterior dice que el producto de x + 8 por x + 3 debe ser negativo (menor que cero).
Para que eso sea negativo se necesita que (z+8) y (x+3) tengan signos distintos. Entonces tenemos dos casos:

l-z24+8>0yz2z+3<002-24+8<0yax+3>0

En el caso 1) se tiene que x +8 > 0, 0 sea > —8 y z + 3 < 0, 0 sea = < —3. En la recta numérica veamos
que esto es:

x>-8

 — >

x< -3 -8 -3

Esto representa al conjunto: {z € R| — 8z < —3}.

En el caso ii) se tiene que z + 8 < 0, 0sea v < -8y x + 3 < 0, esto es z < —3.
Si lo analizamos en la recta real, vemos lo siguiente:

x>-3

) (o
~7 /
-8 3

x< -8

Como no hay numeros que cumplan z < —8 y = > —3 al mismo tiempo, este caso no aporta solucién. La
solucién de la desigualdad son todas las x en R tales que —8 < x < —3. Usando la notacién de intervalos,
podemos escribir a la solucién como (—38, 3).

Resuelve las siguientes desigualdades. Escribe la soluciéon usando la notaciéon para intervalos.

1. 22-1<0

2. 222 — 2z —10>0
3. 22 —4x+3<0
4. 5/2x > 3x2 — 2
5. 22+ 11z +24 <0
6. 22 — 162 +63 >0

1.4. Valor absoluto

En matematica, el concepto de valor absoluto es muy importante. Recordemos que el valor absoluto de un nimero
es la distancia que hay entre dicho nimero y el cero.

Asi, el valor absoluto de 4 es 4, y el valor absoluto de —7 es 7. O bien, simbdlicamente: 4 = 4,7 = —7.
De éste modo, el valor absoluto de un nimero, es siempre positivo.

ot



Definicion.

FEl valor absoluto de un numero real T es:

r,51>0

flz) = (1)

—x, St x <0

Efectiia las operaciones siguientes.

L|=7-=-2-|-8 =
2. |—2/—|3-6] =

3. 18]+ 15| =

4. |—4+43|-16-2|=
5. |=5|—-[-3]=

6. 3+|—2| =
7.3+15—| -3 =

1.5. FEcuaciones y desigualdades que involucran valor absoluto
Analicemos los siguientes ejemplos:

1. Resolver la ecuacién x = 6.

Aqui, x puede tener dos valores: x = 6 6 x = —6. Geométricamente significa que = es un nimero a 6 unidades
del origen.
|4 | | | | | | | 1 | | 4 »
% 1 I I I 1 1 I I Y L
6-54-3-2-101 23 456

Asiquez =6 — z=60zxz=—6

2. Resolver la desigualdad z < 6.
En este caso x puede ser cualquier nimero cuya distancia al cero, sea menor a 6 unidades. Es decir —6 < x < 6

[T R R R N N N SN SN TR S N T .
[ S S S S S B . — — — >
6-5-4-3-2-10123 456

3. Resolver la desigualdad = > 6.
Ahora x debe estar a mas de 6 unidades del origen, por lo que x puede estar a la derecha de 6, o bien a la
izquierda de -6.

P U (N I (N N N [ S — ——
L N I R R D R D A R R

6-54-3-2-10123 45

o
A

asi que © > 6 o < —6. En notacién de intervalos la solucién es (—oo, —6) U (6, 00)

De los ejemplos anteriores, tenemos las siguientes propiedades:



Proposicion.

Si a, ¢ son ntimeros reales. ¢ > 0
l.a=c<—a=coa=—c
2.a<c+ —c<a<c

. a>c<—=a>coa< —c

Ejercicio 6.

Encuentra el conjunto soluciéon de cada una de las siguientes ecuaciones y desigualdades. Haz un dibujo del
conjunto solucion.

1. 20—6=2 6. 2—2>14
2. 2xr+3=5 7. 9—2<2
3. x+3<4

A 5—u>3 8. bx+1>6
5. x—3<5 9. 3x—2>1

Ejercicio 7.

Resuelve las siguientes desigualdades. Haz un dibujo del conjunto solucién.

1. [x—3| <5

2. |20 +1/>5
3. %<—1
4 1B <3
5. |£22| < 3/2

6. |[x+2| < |z —1]

p—
o

Ejercicios y problemas

1. Indica el postulado de orden que se estd usando en cada implicacién.
a) u+2>vyv>0 = (u+2)v>0?
b) Sean p,q,r € R;p>q = p+r>q+r

) Ta+b>8 = T7a>8-0

) Siu,v,we€R,u<vya<b, se puede concluir que a < b

c

d

2. Demostrar que si a < b la media aritmetica (promedio) de a y b, esta comprendida entre ellos, osea a < %“7 <b

@

Demostrar que el producto de dos niimeros reales, ambos positivos, o ambos negativos es positivo.

e

Demostrar que sia € Ra #0 = a? >0

Sean a > 0,b > 0, demostrar las afirmaciones siguientes:

ot

a) Sia < b, entonces a? < b
b) Sia <b, entonces 1/a > 1/b
6. Sean a < b. ;Cuales expresiones son correctas?
a) a—10<b-10
b) —a < —b



10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

Demostrar que 1.99999999.... = 2.00000

. Encuentra un niimero racional positivo y uno irracional positivo que sean ambos menores que 0.00001.

Resolver las desigualdades siguientes y hacer un dibujo de su conjunto solucién.

x+1 T
T +’§ >’0

522 —32x-2<0
r—6<2xr—-5<zx-3
|z —3| <5
224+ 1| >5

S > 2

2 +2
x—2<%<1

6—5z
3+z < 1/2

|3z + 4| < |4z + 5|

221 <5/2

6.
g < 1/2

| —2/3z+4] >5

3(x—1)(x—4) >0
JEs cierto que s a < b entonces a® < b ?
Determinar exactamente para qué elementos a € R se tiene que a’>>a

Encontrar a y b, racionales que a < v/2 < by |a — b| < 1/1000



