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1. Modulo 17. Funciones Algebraicas

1.1. La funcion lineal

Una funcién se llama funcion lineal si estd determinada por una ecuacion cuyo dominio es el conjunto de nimeros
reales R, su contradominio también es R y su regla de correspondencia se puede expresar mediante una ecuaciéon de
la forma :

y = mx + b, donde m y b son costantes de R

Ejemplo 1.

Graficar la ecuacion 2z—y = 1.

Solucion. Despejemos la variable y : y = 2z—1. De éste modo podemos construir una tabla donde asignemos
valores a x y encontremos los correspondientes valores de y. Después graficaremos los puntos correspondientes
como se muestra:

T y=2x—1 Y
-1 |y=2(-1)-1=-3]| (-1,-3)
0 | y=2(0)—1=-1 (0,—1)
1 y=2(1)—-1=1 (1,1)
2 y=22)—1=3 (2,3)
3 y=2(3)—-1=5 (3,5)
4 y=24)—-1= (4,7)
Ay
S /A,

Al escribir una ecuacion lineal en la forma y = mx + b, claramente la variable y queda despejada en términos
de z, en otras palabras, y es una funcién de x.

L
Definicion.

Una funcién lineal es una relacion de la forma:

f(z) =mx+bm,beR

Tanto el dominio como el contradominio de ésta funcién es el conjunto R de todos los niimeros reales.

Escribe las siguientes ecuaciones en forma de funcion lineal y traza su grafica. Encuentra cudl es la pendiente
en cada caso.

1. y=3x 6. 2v —y =2

2. y=3r+4 7.x—y=3

3. 2¢+3y =6 8. 3z +y=4

4. dx —y=1 9. 2z 4 5y =12

5. x+y =10 10. 3z + 4y = —12




1.2. La funcion cuadrdtica

Definicion.

Una funcion cuadrdtica o de seqgundo grado es una relacion de la forma
f(z)=az® +bx+c
Donde a, b, ¢ son constantes reales diferentes de 0.
Ejemplo 2.
Trazar la grafica de la funcién cuadrética f(z) = 222 — 8x + 6
Solucion.Demos valores a = en y = 222 — 8x + 6 para obtener algunos puntos y trazar una curva.
z | f(=z)
—1] 16
0 6
1 0
2 —2
3 0
4 6
5 16
1 y I
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1.2.1. Propiedades Bdsicas de la Funcion Cuadrdtica

Definicion.

La grafica de una funcion cuadrdtica se llama paradbola, y sus ramas pueden extenderse hacia arriba o hacia
abajo.
En general, en una funcién cuadratica f(x) = ax + bx + ¢, tenemos que:

1. Si el coeficiente de 22 es positivo (a > 0), la curva se extiende hacia arriba y su vértice es su punto
minimo.

2. Si el coeficiente de 22 es negativo (a < 0), la curva se extiende hacia abajo y su vértice es su punto
maximo.

1.2.2. Vértice de la pardbola

El vértice de la parabola puede ser el punto méximo, o el punto minimo de la funcién.



Para determinar sus coordenadas, tendremos en cuenta que su abscisa es x = g—é’, y una vez encontrada, obtene-
mos la ordenada sustituyendo el valor de x en la ecuacién original.

Para demostrar este hecho es necesario tener conocimientos de cédlculo diferencial, asi que de momento lo usaremos
sin demostracion.

Encontrar las coordenadas del vértice de la pardbola del ejemplo 2.

Solucion.Para la funcién y = 2x — 8z + 6, tenemos que a = 2,b = —8, ¢ = 6. Como a es positivo, la parabola
se extiende hacia arriba, y su vértice es un punto minimo, situacién que se observa en la grafica.

. . — — 78
La abscisa del vertice x = 2—:, en este caso es r = % =%

La ordenada del vértice es y = 2(2)? — 8(2) + 6 = —2. Entonces el vértice es V (2, —2).

1.2.3. Problemas de optimizacion

En ciertas situaciones de la vida cotidiana, puede ser que se requiera optimizar alguna cantidad, ya sea de ingresos,
de material o cualquier otra cantidad, es decir usar éstas de tal manera que se obtenga el maximo provecho posible.
Veamos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 4.

;Cuales son las dimensiones de un terreno rectangular de drea maxima que puede ser cercado con 440 m de
tela de alambre?

Solucion.Llamemos z a la longitud de uno de sus lados. Como disponemos solamente de 440m de alambre, el
perimetro debe ser 440m y por tanto el semi-perfmetro (medio perimetro) debe ser de 220, de modo que si
uno de los lados del terreno mide x, el otro deberad medir 220—z.

220-x 220 - x

El drea A del rectdngulo estd dada por el producto de sus dimensiones (base por altura o largo por ancho),
asi que tendremos el drea en funcién de x como: A = x(220—z) 6 bien

A = 22022
La ecuacién anterior la identificamos facilmente como una funcién cuadrética, con a = —1, b =220 y ¢ = 0,
que representa una pardbola céncava hacia abajo (pues a = —1), as{ que su vértice serd el punto méximo de
la funcién. De modo que nuestro problema es equivalente al de encontrar el vértice de la parabola.
Lot 4 _ —b _ —220 _
El vértice estd en x = 5 = 1) = 110

Interpretamos esto diciendo que A, alcanza su valor maximo para x = 110, por lo tanto la solucién buscada
a nuestro problema es que el largo debe medir 110 mts. y por tanto el ancho 220-110 = 110 mts.
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Ejercicio 2.

Encuentra el vértice de la pardbola e indica si es concava hacia arriba o hacia abajo.

1. y =322 -6z +10 6. y = 1022 — 20z

2. y=x>+4zx -3 7. y=x>—-8x+16

3. y=—-222-2x+1 8 y=—22+8x+2
4, y= —b5x%+ 15z — 2 9. y=—42% + 42— 2
5. y = 622 — 18z 10. y = —x? + 122

Ejercicio 3.

Traza la grifica de cada una de las funciones siguientes. (Sugerencia: Usa papel milimétrico)
1. y=224+4z—5 3. y=a2+6x+9
2. y=—x22 -2z +8 4, y=x>+4

| r

Ejercicio 4.
Resuelve los problemas siguientes planteando una funcién cuadratica.
1. Encontrar dos nimeros que sumen 20 y que su producto sea maximo.

2. Una persona desea cercar un terreno rectangular y dispone de 120 metros de alambre. ;Qué dimensiones
debe tener dicho terreno para que su drea sea maxima?

3. La suma de dos numeros es 20, jcudles son estos numeros para que la suma de sus cuadrados sea un
minimo?

1.2.4. Raices de la funcion cuadrdtica

Una ecuacién de la forma f(x) = ax? + bz + ¢ es una funcién cuadratica, y es funcién de x pues para cada valor
real que adopte x le corresponde uno y solo un valor de y. Ahora, si buscamos qué valor de x hace que f(z) = 0
estaremos buscando las raices o ceros de la ecuaciéon cuadratica.

az? +br+c=0
Veamos cémo hallar esas raices, de varias maneras.

1. Grdficamente. Si graficamos la funcién y = ax? + bx + ¢, podremos observar en la grifica cuéles son los valores
de x para los que y = 0, ya que éstos son los puntos donde la curva interseca al eje x.

Ejemplo 5.

Hallar las raices de la ecuacién 2z2-8x + 6 = 0.

Solucion.En el ejemplo anterior, tabulamos y graficamos la ecuacién y = 2x2-8z + 6. De la tabla o de la
grafica podemos ver que cuando x = 1y x = 3, y = 0, asi que las soluciones de la ecuacién son

ZE1:1,I2:3

2.Por factorizacién. En algunos casos, podremos resolver ecuaciones cuadréticas factorizando la expresién ax? +
bx + ¢, como se vio en nuestro curso de Aritmética y Algebra.



Ejemplo 6.

Resolver la ecuacién cuadrética z2 + 6 = 5z.

Solucion.Si escribimos la ecuacién en la forma general obtenemos:
22 — 52 + 6 = 0. Ecuacién dada. = (2-2)(z-3) = 0 Factorizando

Para que el producto (z—2)(x—3) sea cero, al menos uno de los dos factores debe ser cero, asi que las soluciones

son
r=2,x=3
Ejemplo 7.

Resolver la ecuacién 3z2 — 5z + 2 = 0.

Solucion.En éste caso hay que factorizar agrupando:
3225z + 2 = 0. Ecuacién dada

322 — 3z — 22 + 2 = 0 escribimos —52 como —3x—2x
(322 — 3z)—(22-2) = 0 Agrupamos

3x(z—1)-2(z—1) = 0 Sacando factor comun
(z-1)(32z-2) = 0 Factorizamos (z — 1)

Por tanto las soluciones son los valores que hacen cero cada factor: z = 1,2 = 2/3

3.Por Férmula General. Resolver una ecuacion usando factorizacion es un procedimiento que nos da facilmente
la solucién, pero desafortunadamente no todas las ecuaciones de segundo grado pueden factorizarse facilmente, como
hemos visto.

Necesitamos entonces de un método que nos permita hallar las soluciones de cualquier ecuacién de segundo grado
ax? + bz + ¢ =0, con a diferente de cero.
Deduciremos entonces una férmula que resolverd de manera general una ecuacién de este tipo.

a® + bz + ¢ = 0 Ecuacién general de segundo grado.
z? + gm + £ = 0. Dividimos entre a ambos miembros.
%+ ga: = —¢. Sumando —¢/a a ambos miembros.
2 2
% + 3.7: + 41’? =<+ 41?7. Sumando b%/4a? para completar un T.C.P.

2_ . . . . .
(z+ %)2 = %. Factorizamos el T.C.P. del primer miembro y realizamos la suma de fracciones en el segundo.

2_ , .
T+ 2% =+4,/2 4(1%“0. Extraemos raiz cuadrada de ambos miembros.

r=—2+ 1/%. Sumamos —b/2a en ambos lados y simplificamos.

2a

¢ = =bEvlP—dee FORMULA PARA RESOLVER ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.

La expresién anterior se conoce como féormula general para resolver ecuaciones cuadraticas, y ésta nos da las dos
raices de cualquier ecuacién az? + bx 4+ ¢ = 0:

—b+ Vb?% — 4ac —b— Vb% —4dac
= €T =
2a ’ 2a

9=
Ejemplo 8.

Encontrar las soluciones de la ecuacién 822 — 10z + 2 = 0 usando la férmula general.

Z1

Solucion. En ésta ecuacion tenemos que los coeficientes son a = 8,b = —10 y ¢ = 2. Sustituyendo directamente
en la férmula general tenemos que:

_ —(=10)£4/(-10)2—4(8)(2) _ 10++/T00—64 _ 10+/36 _ 1046 . .
&= 2(8) = 16 =" 16 <~ 16 » @8l que
zy =108 =1 2y = 1926 = 1 Por lo tanto las soluciones son z = 1,z = 1/4.




Resolver y comprobar las siguientes ecuaciones.

1. 222 —-50=0 6. 22 —xz=6
2. —27 = —3z? 7. 22 =100 =0
3. 222 —4x =0 8 22 -52=0
4. by = —z? 9. 22 +62-7=0
5. 22 + 182z +81 =0 10. 3y? = 6y

Ejercicio 6.
Resuelve los siguientes problemas, planteando una ecuacién cuadratica.

1. El producto de dos nimeros enteros positivos consecutivos es 182, ;cuales son esos numeros?

2. Se desea cercar con malla un terreno rectangular que tiene 480m? de superficie, si sabemos que el largo
tiene 2m mas que el doble del ancho, jcuantos metros de malla se necesitan?

3. En una cancha de tenis el largo es el doble del ancho; si la cancha tiene una superficie de 98m? ;cuéles
son sus dimensiones?

4. La altura de un triangulo es 2 centimetros mayor que la base. Si el area es de 40 centimetros cuadrados,
jcudles son las medidas del triangulo?

1.3. Funcion Polinomial

Este capitulo esta enfocado al estudio de algunas funciones algebraicas. Conocemos ya la funcion lineal o de primer
grado f(r) = mx +b, cuya gréfica es una linea recta y la funcién cuadratica o de segundo grado f(z) = ax? +bx +c,
que representa una parabola.

fix)=mx+b f(x) 94 ax* + bx +'c

. Qué pasara con las funciones de tercero o de cuarto grado? Veamos algunas graficas de funciones de grado n,
donde n puede ser cualquier nimero natural (1, 2, 3, etcétera).

Definicién.
Una funcion polinomial es una relacion de la forma:

f(z) = apz™ + an—17"" " + anzl’nfz +...+aix+ap

Donde n es un nimero natural, y se le llama grado del polinomio. Los coeficientes ay,, @, 1, @y _2... Son nimeros
reales o complejos.

Notemos que los exponentes de la x en cada término van en forma decreciente (n,n—1,n-2,...)
Asi, f(x) = 223 — 52% + 32 — 6, g(x) = 2% — 223 + 322 — 2, son funciones polinomiales.

En la primera, el grado del polinomio es n = 3, y la segunda es un polinomio de grado 5. Siempre escribimos los
polinomios en forma decreciente, es decir, las potencias se escriben de la mayor a la menor. En algunas ocasiones el
polinomio estd completo, como es el caso de f(z) en el ejemplo anterior, otras falta algin o algunos, como en g(z)



por ejemplo, no tenemos término de cuarto grado 4z , como tampoco tenemos término constante. En este caso puede
escribirse el polinomio como:
g(x) =a° +0z* —22° + 322 — 2+ 0

y asi figurardn todos los términos de grado 5, 4, 3, 2, 1 y 0.

1.3.1. Operaciones con funciones polinomziales

Trabajando con funciones polinomiales, podemos generar nuevas funciones a partir de otras mediante algunas
operaciones algebraicas que definiremos en seguida.

Suma de Funciones Polinomiales. Si f(z) y g(z) son funciones polinomiales, podemos hallar la suma f(x) +
g(x), sumando los términos que tengan el mismo grado, es decir, reduciendo los términos semejantes.

Ejemplo 9.

Sean f(x) = 3228z + 3, y g(x) = 2% + 322 — 42-2. Hallar la suma f(z) + g(x).

Solucién. f(z)+g(z) = (3228 +3) + (2 + 322 —42-2) = 3228z + 3+ 23 + 322 — 422 = 23+ 62% — 122+ 1

Resta de Funciones Polinomiales. Si f(z) y g(z) son dos funciones polinomiales, la resta f(z)-g(z) se
encuentra de manera similar a la suma de funciones, solo que en éste caso, recordemos cambiar el signo de todos los
términos del polinomio precedido del signo menos.

Ejemplo 10.

Si f(x) = 22% + 32?2 — 82 + 6, y g(z) = —23 + 22 — 3. Hallar f(x)—g(z).

Solucion. f(z)-g(z) = (223 + 322 — 8z + 6)—(—2> 4+ 2% — 3). Restamos f(z)g(x)
= 223 + 322 — 82 + 6 + 2% — 22 + 3. Quitamos paréntesis. = 3z + 222 — 8z + 9. Reducimos términos.

Multiplicacién de Funciones polinomiales. La multiplicacién de dos funciones polinomiales f(z) y g(z) la
haremos como vimos en multiplicacién de polinomio por polinomio.

Ejemplo 11.

Si f(z) = 32% — 4z y g(x) = 2° + 322 — 221 encontrar el producto f(z) - g(z).

Solucion. f(z) - g(x) = (32 — 4x) - (23 + 322 — 22-1) == 325 + 924 — 623 — 322 — 4wd — 1223 + 822 + 42 =
35 + 5x% — 1823 + 522 + 4z

Divisién de Funciones Polinomiales. El algoritmo de la Divisién tiene por objetivo al dividir un polinomio
f(x) (dividendo) entre otro polinomio g(x) (divisor), obtener un cociente Q(x) y un residuo r(x), tales que:

f(@) = Q(z) - g(x) +r(z)

A la expresién anterior se le conoce como Algoritmo de la Divisidn, y se verifica para cualesquiera f(x) y g(x) # 0.

Recordemos el procedimiento para dividir un polinomio entre otro polinomio.



Ejemplo 12.

Hallar el cociente y el residuo cuando el polinomio 2x%-923-142% + 6z + 6 se divide entre el polinomio
2
—z“=3z + 2.

Solucion.En éste caso el polinomio dividendo 2z*-923-1422 4 62 + 6 se dividira por el divisor —z2-3z + 2.
Recordando el procedimiento de la divisiéon de polinomio entre polinomio:

— 222 4+ 15z —35
7I273I+2) 22% — 923 — 1422 +6x +6
— 2% — 623 +4a2
— 1523 — 1022 + 6z
1523 + 4522 — 30z

3522 — 24z +6
— 3522 — 105z + 70

— 1292 + 76

El cociente es entonces —2x2 + 152-35 y el residuo —129z + 76.

Sabemos que ésta tultima expresiéon es residuo puesto que es un polinomio de grado menor que el divisor,
por lo que ya no puede seguirse dividiendo. Podemos comprobar que la divisién esta bien efectuada, con el
algoritmo de la divisién: al multiplicar el cociente —2z2 + 15235 por el divisor —22-3z + 2, y sumando el
residuo —129z + 76, debe obtenerse el polinomio dividendo 2x*-923-142% 4 6z + 6. Esto se deja como ejercicio
al alumno.

Divisién Sintética.Cuando se divide un polinomio f(z) de grado mayor o igual que dos, entre un binomio de
la forma g(x) = x—c¢, puede usarse un procedimiento mucho més sencillo y practico que la divisién larga que hicimos
anteriormente. Este proceso se llama divisién sintética, y es sencillo porque trabaja tnicamente con los coeficientes
del polinomio f(z). llustraremos con el siguiente:

Ejemplo 13.

Dividase el polinomio f(x) = 23-32%-42 + 12 entre el polinomio g(z) = x-2.
Solucion: Disponemos los coeficientes de f(z) como sigue.

1 -3 -4 12

Necesitamos colocar como prefijo al valor de x que haga cero el divisor, es decir, que cumpla z—2 = 0. Este
valor es 2.

2] 1 -3 -4 12

En seguida bajaremos el primer coeficiente, tal como aparece, es decir bajamos el 1. Este ntmero 1, se
multiplicara por el preﬁjo}: (1)(2) = 2, y el resultado se coloca debajo del siguiente coeficiente, o sea del -3, y
se suman: —3 + 2 = —1. Este —1 se coloca debajo de la linea horizontal.

2] 1 -3 -4 12

1 -1

Continuamos con éste procedimiento, multiplicando el -1 por el prefijo 2 y anotando el resultado debajo del
siguiente coeficiente, que es el -4, y sumamos. Repetimos esto hasta obtener lo siguiente:




Ejemplo 13cont.

2] 1 -3 -4 12
2 -2 -12
1 -1 -6 0

Los ntimeros obtenidos se interpretan de la siguiente manera: El tiltimo nimero, (0) es el residuo. Los demés,
de derecha a izquierda, son los coeficientes del cociente, en forma creciente, es decir, el -6 es el término
constante, el -1 es el coeficiente del término en x; mientras que el 1 es el coeficiente del término en z2. Asf el

cociente es:
Q(r) = 22 — 26, Y el residuo r(z) = 0.

Como el residuo es igual a cero, en éste caso se dice que g(z) = 22 es un factor de f(z).

Este cociente y residuo, serian los mismos que hubiéramos obtenido realizando el procedimiento de la divisién
larga. Podemos comprobar también que Q(z) y r(x) cumplen con el algoritmo de la divisién:

f(@) = Q(x) - g(z) + r(z)
23-32%-4x + 12 = (22 — 2-6)(2-2) + 0 = 23 — 222 — 22 + 2262 + 12 = 23-32%4x + 12

1.3.2. Teoremas sobre Funciones Polinomiales.

Veremos ahora cémo construir la grafica de una funcién polinomial. Ya sabemos que el caso de la funcién lineal,
y el de la funcién cuadratica, son casos particulares de funciones polinomiales de grado 1 y 2 respectivamente, y sus
graficas son una linea recta y una pardabola. Aqui nos daremos una idea del tipo de curva que obtendremos al graficar
una funcién de grado 3, 4 etc.

Antes enunciaremos algunos teoremas que, ademads de su central importancia en Algebra, nos seran ttiles para
analizar las propiedades de las funciones y sus graficas.

Teorema del residuo.

Si una funcién polinomial f(z) se divide por un binomio de la forma g(x) =  — ¢, donde ¢ € R, entonces el
residuo obtenido es f(c)

Demostracion.Valiéndonos del algoritmo de la divisién, sabemos que: f(z) = Q) - g(z) + r(z) = f(z) =

Qx) - (x —¢) +r(x)

Y Si hacemos z = ¢, tendremos:

J©)=Q(0)-(c— ) +r(2) = () =Q(0)-0+r(z) = f(c) =r(a)
Que es lo que queriamos demostrar.

Ejemplo 14.

Verifiquese que se cumple el teorema del residuo cuando el polinomio f(x) = 23+ 22%-2-2 se divide por x + 3.
Solucion.Hagamos la divisién sintética. En éste caso, el prefijo es -3.

3] 1 2 x| -2

-3 3 -6
1 -1 2 -8

El cociente es 22 — z + 2, y el residuo es r(z) = —8.

x4+ 3 =a—(-3), as{ que ¢ = —3. Si evaluamos f(z) en x = —3, obtenemos:
fle) = f(=3) = (=3)3+2(-3)2 — (-3)2=-27+18 +3-2 = 8.
que es el mismo valor del residuo obtenido por divisién sintética, de modo que el teorema si se verifica.




Ejemplo 14cont.

Antes de ver el siguiente teorema, debemos recordar lo que es un factor. Si a y b son niimeros naturales,
decimos que a es factor de b si a divide exactamente a b, es decir, al efectuar la divisién a/b, el residuo es
cero. Asi, decimos que 8 es factor de 24, o que 12 es factor de 84, pero 7 no es factor de 22 pues al dividir
22/7, el residuo serfa 1.

En el caso de dos polinomios f(z) y g(x), se tiene que g(x) es factor del polinomio f(z) si al efectuar la
divisién f(z)/g(x), el residuo es igual a cero. (Véase el ejemplo 13 de éste mddulo).

Teorema del factor

Un polinomio f(x) tiene por factor a g(x) = — ¢ si y solo si f(c) = 0.

Demostracion.Debemos probar dos cosas: (i) Si g(z) = z—c es factor, entonces f(c) = 0, y (ii) Si f(¢) =0
entonces g(z) = 2—c es un factor del polinomio.

(i) Si g(z) = x—c es un factor del polinomio f(x), entonces, por el algoritmo de la divisién, se tiene que:
f(z) = Q(x) - (x—¢) + r(x), pero r(z) = 0 por ser z—c factor de f(z), asi que: f(z) = Q(x) - (z—¢).
al ser r(x) = 0, por el Teorema del Residuo, tenemos que r(z) = f(c) = 0, que es lo que querfamos probar.

(ii) Si f(c) = 0, entonces por el Teorema del Residuo, se tiene que el residuo de la divisién f(z)/g(z) es:
r(x) = f(c) =0, y por el algoritmo de la Divisién, se tiene f(z) = Q(x) - (x—¢)+ 0, o sea f(z) = Q(z) - (z—¢)
, es decir, z—c es factor de f(z).

Con esto queda demostrado el Teorema.

Ejemplo 15.

Solucidn 2.Usando el Teorema del residuo, podemos evaluar la funcién f(x) en x = 2,3, —3,2; y ver en dénde
se obtiene f(z) = 0.

[\
~
Il
[\~

(2)3-(2)2-25(2)-12 = 16-4-50-12 = —50

)°=(
(3)3(3)2-25(3)-12 = 54-9-75-12 = —42
(

—3)3-(—3)2-25(—3)-12 = —54-9 + 75-12 = 0
(—2)3—(—2)2-25(-2)-12 = —16-4 + 50-12 = 18

Como f(—3) =0, concluimos que x + 3 es un factor de f(x).

No olvidemos que los Teoremas del Residuo y del factor son para el caso de binomios de la forma x—c. En el

caso de que se tuviera una expresién que no fuera de la forma x—c, para determinar si es factor o no de un
polinomio f(z), se tendra que efectuar la divisién larga para obtener el residuo.

Ejemplo 15cont.

Determinese si cual de los siguientes es un factor de f(z) = 223 — 22 — 25z — 12
1)x-2,2)x-3,3)x+3,4) x + 2

Solucion 1.Por divisién sintética dividimos f(x) entre cada uno de los binomios.:

2] 2 -1 25 12
6 -38
2 19 -50
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Ejemplo 15cont.

3] 2 -1 25 12
6 15 -30
2 5 10 -42
n
3] 2 -1 25 12

2 -7 -4 0
| |
22 -1 25 12
-4 10 30
2 -5 15 18

Vemos que al dividir entre el binomio x + 3, se obtiene residuo cero, por tanto x + 3 es factor de f(z).

1.3.3. Grafica de funciones polinomiales.

Veremos ahora cémo construir la grafica de una funcién polinomial. Hasta ahora hemos graficado funciones de
primero y de segundo grado, y hemos visto que esto no es tan complicado, pues basta dar algunos valores para x, y
obtener algunos puntos (z,y) por los que pasard la gréfica. Este procedimiento lo podemos aplicar también al graficar
polinomios, pero cuando tenemos polinomios de grado 3, 4, etc., se vuelve tedioso hacer los célculos para evaluar
la funcién. Podemos sin embargo usar un procedimiento alternativo, usando la divisién sintética y aprovechando el
Teorema del Residuo para obtener una serie de puntos.

Por ejemplo, si desedramos graficar la funcién f(x) = 22° + 22 — 2-3, para encontrar f(2), no es necesario evaluar
la funcién en x = 2. Podemos usar la divisién sintética entre z—2, y sabemos que el residuo tendré que ser f(2).

2 2 1 4 3

4 10 18
2 5 9 15

Como el residuo es 15, podemos afirmar que f(2) = 15, es decir, el punto (2, 15) serd un punto de la gréfica.

11



Ejemplo 16.

Constriyase la grafica de la funcién f(z) = 23 + r2-4r-4.

Solucion.Usando la division sintética podemos construir la siguiente tabla de valores y graficar usando los
puntos obtenidos.

x | f(x)
—4 | —36
-3 | —10
—2 0
-1 0

0 —4

1 —6

2 0

3 20

Y
4 3 2 1 1 2 3

Ejemplo 17.

Graficar la funcién f(x) = 3z%-1523 + 922 + 152-12.

Solucion.Asignando valores a x y calculando los de y, construimos la siguiente tabla:

x [ J@)
-2 | =126
—1 0
0 —12
1 0
2 —18
3 —48
4

5

0
288
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Ejemplo 17cont.

&
=

o
=]

Veamos como es posible localizar, aunque sea en forma aproximada, las raices del polinomio, al observar la
grafica. En éste ejemplo es facil ver que -1, 1 y 4 son raices o ceros del polinomio.

A continuacion trataremos el tema de las raices de una funcién polinomial.

1.3.4. Raices racionales de la funcién polinomial.

Ya hemos dicho que una raiz de una funcién es aquel valor x para el cual f(z) = 0. De este modo no es dificil
notar que una funcién lineal (de primer grado) tiene solo una raiz, y que una funcién cuadrética (de segundo grado)
tiene dos raices, que pueden ser repetidas o no. Enunciaremos sin demostrar, un Teorema de central importancia en
el Algebra con el cual veremos qué ocurre, en general, en una funcién polinomial de grado n.

Teorema fundamental del Algebra.

Toda funcién polinomial de grado n, tiene al menos una raiz real o compleja.

Corolario.
Toda ecuacién polinomial de grado n, de la forma:
"™ + ap_12" ' + ...a1x + ao

Tiene exactamente n raices.

A continuacién enunciaremos una regla que puede ser muy tutil a la hora de buscar las raices o ceros de una
ecuacion polinomial, tarea que en general puede ser muy dificil debido a que dichas raices pueden ser racionales,
irracionales o complejas.

Regla de los signos de Descartes.

1. El nimero méximo de raices reales positivas de una ecuacién polinomial f(z) = 0 no es mayor que el
nimero de cambios de signo en f(z).

2. El nimero de raices reales negativas de la misma ecuacién no es mayor que el nimero de cambios de
signo en f(—x).

Ejemplo 18.

De acuerdo a la Regla de los signos de Descartes, indica cudl es el nimero maximo de raices reales positivas
que puede tener la funcién polinomial f(z) = 4r*—23 + 22%-82-4.

Solucion. Como la funcién f(x) = 4z—a3 + 222-8z—4, tiene tres cambios de signo, concluimos que tiene a lo
mas tres raices reales positivas.
f(=2) = (—z)*(—2)® + 2(—2)?-8(—x)-4 = 2* + 23 + 22? + 8z-4, tiene solo 1 cambio de signos, por lo que

puede tener a lo méas una raiz real negativa.
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1.4. Funcidén racional.

Una funcion racional es una relacion de la forma:

Donde P(x) y @Q(x) son polinomios tales que Q(z) # 0.

Ejemplo 19.

Sea f(z) = ril' . Trazar la grafica de la funcién y determinar el dominio, el contradominio y el rango de la
funcién.

Solucion.El dominio de la funcién son todos los valores z € R para los cuales f(z) € R, es decir, que tenga
sentido. Como se trata de una funcién racional (tiene denominador), hay que cuidar que ese denominador sea
siempre distinto de cero, y para ello, debemos pedir que = # 1

Asi que el dominio consta de todos los niimeros reales, excepto el 1, o sea Dy = R — {1} Asignando a x
algunos valores adecuados, podemos construir la siguiente tabla y graficar los puntos obtenidos:

T Y
—4 -1/5
-3 —1/4
—2 -1/3
-1 —1/2
0 —1
1 No existe
2 1/2
3 1/3
4 1/4
¥

4 \

. |

1

4 3 = L]
1
2y
|
T
|

De la gréfica vemos cémo x, jamds adopta el valor de 1. El rango de la funcién son todos los nimeros reales,
excepto el cero, pues f(z) toma valores en todo R pero jamds alcanza el valor de cero.

Lo anterior se justifica diciendo que la grafica tiene dos asintotas. Una de ellas es la horizontal y = 0, y la
otra es la vertical x = 1. Las asintotas son rectas que rigen el comportamiento de la funcién. La grafica jamas
se interseca con éstas pero puede verse que cada vez se aproximan mas a estas.




Ejemplo 20.

Trazar la gréfica de la funcién f(z) = % Solucion.Aqui debemos pedir que = # 2 , es decir, —2 esta

excluido del dominio. Lo que podemos hacer ahora es buscar algunos puntos faciles de calcular, por ejemplo,
veamos que f(0) = —1/2; f(1) =0; f(—1) = 4.

’ . 2_ p— .-, .
Encontremos las raices, es decir las x’s tales que % = (0. Como se trata de una fraccion igualada a cero,

el numerador deberd valer cero, es decir 322221 = 0. Si factorizamos, obtenemos que:

Bz +1)(z-1)=0

por lo que x = —1/3 y & = 1, son las raices buscadas. Si efectuamos la divisién % obtenemos que
f(z) =3z -8+ xl—fQ, de donde concluimos que habrd dos asintotas. Una asintota es la vertical z = —2, ya

que dicho valor quedd excluido del dominio, y la otra es la recta y = 3-8, ya que podemos imaginarnos que
conforme x adopte valores cada vez mas grandes, la fraccion que nos qued6 adoptard valores cada vez mas
pequenos y por lo tanto f(z) serd “muy parecida” a la recta y = 3z-8.

ll' 10 - /

1.5. Funciones definidas por segmentos

En ocasiones podemos encontrarnos con funciones, que no tienen una tnica regla de correspondencia para todo
su dominio, 0 que no necesariamente esta definida por una sola férmula. Puede haber casos de funciones cuya regla
de correspondencia estd definida por intervalos.

Como ejemplo consideremos la funcién valor absoluto f(z) = |z| De la definicién de valor absoluto, sabemos que
x st x>0
fz) =
-z st x<0
Si graficamos obtenemos una grafica como esta:

En el intervalo x > 0, la graficaes y =z
Mientras que para x < 0, se tiene que y = —z.

Observa que en el intervalo de niimeros (0,00) ) la gréfica de la funcién es una recta con pendiente 1 mientras
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que en el intervalo (—o0,0) la grafica es una recta con pendiente -1. Estas dos rectas coinciden en x = 0, en donde

ambas y = 0. Veamos otro ejemplo de funcién definida por segmentos.

Ejemplo 21.

Graficar la funcién definida por.

5 st <0
flz)y=< 2* si 0<z<5

5 st Tz >2

Solucion.En este caso tenemos tres intervalos:

En el intervalo (—o0,0)) graficaremos la recta y = x.

En (0,2) la grifica serd un segmento de la parabola y = x2

Finalmente en (2, 00) tendremos la recta horizontal dada por la funcién constante y = 5.

1.6. Tipos de funciones

Hemos estudiado diversas funciones que a manera de resumen podriamos organizar y enlistar como sigue:

Funciones algebraicas. Aquellas funciones que podemos obtener mediante la combinacién de las operaciones
aritméticas que conocemos (sumas, restas, productos, cocientes, potencias y raices de polinomios).

Dentro de estas tenemos a la funcién polinomial, que es una expresién de la forma

f(z) =ana™ + 12"V 4+ a1z + ao

llamada polinomio de grado n, donde n es un nimero natural. Como casos particulares tenemos:

Si n = 0, se tiene un polinomio de grado cero, que consta tinicamente del término constante o independiente.

Esta funcién es llamada funcion constante, y es de la forma

fz)=kkeR

Es una funcién que a cualquier valor de x de su dominio, le asocia siempre el mismo valor k. Si la graficamos

obtenemos una recta horizontal como la que sigue:

Y A

v

16
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Sin = 1 obtenemos la funcion lineal que ya estudiamos con detalle:

f(z)=mx+bmbeR

Es un polinomio de grado 1, y su representacion grafica es una recta con pendiente m y ordenada al origen b.

JIY

fix)=mx+b

7 X

Sin = 2, tenemos un polinomio de segundo grado, o funcidn cuadrdtica que ya hemos repasado también. Es una
funcion de la forma

f(z) =az* + bz +c,a,b,cc R,a#0

Si la graficamos vemos que es una parabola que bien puede ser céncava hacia arriba si a > 0, o hacia abajo si
a<0.

\ /[ f(x)=ax*+bx+c

Si n > 2, obtenemos la funcién que bien puede ser de tercer grado, de cuarto grado, o incluso de grados mas
avanzados. Todas estas no se suelen estudiar por separado, sino que las estudiamos dentro del caso general del
polinomio de grado n. Sus graficas tienden a ser ya curvas mas irregulares cuyas propiedades se estudian utilizando
las herramientas del célculo diferencial. Un caso bastante particular de la funcién polinomial

f(ﬂi) = anxn + an—lmnil +...+a1x+ag

es en el que figura sélo el término de grado n.
La funcidn potencial de grado n es un caso especial de la polinomial y es de la forma:

fl@)y=2"neN

El tipo de gréfica que resulta depende de si n es un nimero natural par o impar. En el primer caso obtendremos
una gréifica similar a la de f(x) = 22, que es una curva simétrica respecto al eje Y. En el segundo caso se obtendra
una curva similar a la que se obtiene al graficar f(x) = 23, que es una curva simétrica respecto al origen.

y:x2 y:x3

nes par n es impar
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También dentro de las algebraicas tenemos a la funcién racional, definida como sigue:

Una funcidn racional es una funcién de la forma f(z) = ggig, donde P(z),Q(x) son funciones polinomiales, tales

que Q(x) # 0, para todo valor x en el dominio de Q.

23 (z—1)

—3—5~ son una funcién racional.

Por ejemplo, la funcién f(x) =

Es claro que cualquier funcién polinomial f(z) es considerada también una funcién racional, ya que puede escri-
birse como el cociente de dicha funcién f(x) entre el polinomio g(x) = 1. El dominio de una funcién racional estd
formado por todos los nimeros reales, excepto aquellos que hagan cero el denominador.

Todas estas funciones entran en la clasificacion de las funciones algebraicas. Otros ejemplos de funciones alge-
braicas son:

fla) = VI, f(a) = VOB

,f(2) = 32° — 42® + 32% — 3, etc

Indica cuél es el dominio de cada una de las siguientes funciones.

1. y=322—4
2. f(z) =35
3. g(x) = 55;2?;

Funciones trascendentes.Ademaés de todas las funciones que hemos comentado en este capitulo, existen otras
que no son algebraicas. Estas las estudiaremos con detalle en el siguiente médulo y algunos ejemplos son:

1. Las funciones circulares.
2. La funcién exponencial.

3. La funcién logaritmica.

1.7. Operaciones con funciones.
Veremos ahora cémo construir nuevas funciones a partir de otras, definiendo algunas operaciones.
Sean f y g funciones cuyos dominios Dy, D, son subconjuntos de R
1. La suma f + g es la funcién definida por S(z) = (f + g)(z) = f(x) + g(z).
2. El producto fg es la funcién definida por P(z) = (fg)(x) = f(z)g(x).

3. El cociente f/g es la funcién definida por Q(z) = gg;, siempre que g(x) # 0.
En el caso de S y P el dominio es Dy N D,,.
Para la funcién Q, el dominio es Dy N D, — {z|g(x) = 0}
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Ejemplo 22.

Sean f(x) =221y g(z) = z%. Encontrar S(z), P(z), Q(z).

Solucion. S(z) = f(x) + g(x) = [22-1] + 2? = 2% + 22-1.

Hay otra manera de generar nuevas funciones mediante una operacién conocida como composicién. Componer
dos funciones es evaluar una funcién en otra. Veamos.

Definicion.

Sean f y g dos funciones cuyos dominios DsyD, son subconjuntos de R.

Definimos la funcién compuesta f - g (1éase f composicién g) como:

f(x)-g(z) = fg(x))
donde el dominio de f-g = Dy.q, = {z|z € Dyyf(z) € Dy}

Ejemplo 23.

2

Sean f(z) =2z—-1y g(x) = 2 como en el ejemplo anterior. Encontrar f - g y también g - f.

Solucién.Encontremos primero f - g = f(g(x)) = f(2?) = 2(2?)-1 = 222 — 1.

Ahora, g- f = g(f(2)) = g(2x-1) = (2z-1).

Encuentra en cada caso las funciones suma, producto y cociente, asi como la composicién f(g(x)).

1. f(z) = z;9(z) = 3 — 2.
2. f(z) =5z — 3;9(z) = 22
3. f(z) =222 — 52 g(x) = 20 — 1
4. f(z) =2 g(x) = 222 +3

. f(z) =22 — bz + 6;g(x) = =52
6. f(z) =z ;9(x)z* +4
7. f(z) = 2-1;9(z) = 22 + 8

1.8. Ejercicios y problemas.

1. Graficar las ecuaciones siguientes. Encontrar m y b.

a) f(z) =4z +2
b) f(z)=—-2z
c) flz) ==

4) f(x) =2

e) f(x)=3x-2
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2. Determina el valor de la pendiente m, y ordenada al origen b, de cada una de las ecuaciones siguientes.

a) 2¢+3y=0
b) yz=1
c) 2z +y-5=0
3. Traza la grafica de cada una de las funciones siguientes.
a) y =+ 4a2-5
) y=—2221r+8
c) y=a%+6x+9
d) y=2%+4

S

4. Indica si cada ecuacion representa una pardbola céncava hacia arriba, una parabola céncava hacia abajo, o
ninguna de las dos.

a) y=x22+2x+3

b) y=T-6r22
¢) y=5+5x2
d) y=a2?—x
e) y=2-z—a°
f)y=2+a2
g) y=—222+5r+1
h) y=2x?-3
i) y=3-22°
j) y=2z-3
k) y=3-2z
) y=a?a-1
m) y=2z*3z+1
)
)
0) y=3x>+7

p) y=—-322+7

q) T=3y*+7

r) x=-3y* +7

a) y=2x%3x+1
b) y=—22%+ 122+ 20
¢) y=>5z%10z +1
d) y=—2%+2r-1
e) y=2x>-20x +4
f) y=22>-42-6
g) y=282%+6
)

6. Lee con atencién los siguientes problemas y escribe una ecuacion que permita resolverlos.

a) El perfmetro de una hoja rectangular es de 32 cm. Si su drea debe ser mdxima, jcudl debe ser la longitud
de sus lados?

b) Sean x, z dos nimeros cuya suma es igual a 17 y cuyo producto p es méximo. ;Cudles son dichos niimeros?
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¢) ¢Cuéles son las dimensiones de un terreno rectangular de drea maxima que puede ser cercado con 440 m
de tela de alambre? (sea y el drea del rectdngulo y x la longitud de uno de sus lados.).

d) Encontrar dos nidmeros cuya suma sea 60 y su producto sea méximo. (indica qué hay qué hacer para
resolver éste problema).

7. Resuelve las siguientes ecuaciones.

)
) 822102 +2=0
) 2?4221 =0
d) 2?2 +11x+24=0
) 322-5x+2=0
) 2 + 16264 =0
) 3224+ 2-5=0
8. Resuelve los problemas dados a continuacién.
a) Si las dimensiones de un rectdngulo difieren en un metro y su drea es igual a 110m?, ;jcudles son las
dimensiones de éste rectangulo?
b) Un terreno rectangular tiene 260m? de superficie. ;Cudles son sus dimensiones si el largo es el triple del

ancho?

9. Suma los polinomios f(z),g(x), para encontrar f(x) + g(z).

a) f(z) =323 +42? —x + 1;9(x) = =323 — 322 + 2

b) f(z) =32* - 223 + x59(x) =222 — 2+ 3

¢) f(z) = 3x3-22%-1;9(z) = —22% + 2-10

d) f(x)=12z* — 142% + 2, g(x) = 2° + 132® — 22 — 8

e) f(z) =525 — 3ot + 423 +1/32 +2/3;g(x) = 2% — 42® — 62* +5/32 +1/3
f) f(z) = 1525 — 82° + 223 — 22, g(x) = 726 — 82 + 22* — 422

10. Multiplica los polinomios f(x) por g(x).

a) f(z) = 323222 + 62-4; g(x) = 22%-4

b) f(x) =a-1;9(x) = 2x*2x +6

¢) f(z) =522 +20-1;9(x) = —2*a

d) f(z)=3z*—22° + z;9(z) =222 + 2+ 3
e) f(z) =323-22%+2;g9(z) = 2®x

11. Encontrar el cociente y el residuo que se obtienen al efectuar las siguientes divisiones.

a) (2z3-42-2) + (2 + 27)
b) (72?21 +6) = (z +2)
C) Tx —_w2—6
d) 923 —32% —8x—2

)

)

g) (4242023 + 1622 + 82-10) + (22322 + 1)
12. Indica en cudl de las cuatro opciones aparece un factor del polinomio dado en cada caso.

a) f(x) =623 + 9x?-8x-12

1) 42%-3
2) 322 +4
3) 22-3
4) 2z +2
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b) f(z) = 233224z + 12

1) 2242
2) 2-3
3) x-2
4) x+3
¢) f(z) = 2232225212
1) 243
2) -3
3) -2
4) x+2
d) f(x) =242 +2+6
1) z+1
2) z+5
3) x-1
4) =5
e) f(x) =23+ 22222
1) z
2) z+1
3) a1
4) 2z +3
f) f(x) = 32*-152° + 9z + 15212
1) x+4
2) 2z +2
3) a4
4) 2z +4

13. Contesta:
a) De acuerdo con el Teorema Fundamental del Algebra, jcudl es el nimero maximo de raices reales que
puede tener la funcién f(x) = —32°-9z* + 623722 + 22 + 107

b) De acuerdo a la Regla de los signos de Descartes, indica cudl es el nimero méximo de raices reales positivas
que puede tener cada funcién polinomial:

¢) f(z) = dat—a3 + 222824
d) g(z) = 3z* + 23 + 42 + 224
14. Encuentra graficamente las raices racionales de las siguientes ecuaciones.
a) 3x3 + 221224 =0
b) 22-3r+2=0
¢) 3z3 + 622-152-18 = 0
d) 3x* + 723 + 522+ Tz +2=0

15. Encuentra graficamente las raices racionales de las siguientes funciones.

y = 323 + 2?1224

a)
) y =33z +2
)
)

S

c
d

y = 32° + 62215218
y =3zt + 72 + 52?2 + Tz + 2

16. Traza la gréfica de las siguientes funciones:
a) y=a°
b) y=a3—2

¢) f(z)=2%+3
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d) f(x) =32
e) g(z) =22+ 221
f) h(z) = 2® + 22 — 52
9) G(x) = Jz] +2
h) P(z)=1/z
i) y=1/22-3
Jj) Ve —2
2 -1 si x>0
k) f(x) =
z—1 s —3<zxz<0
20+3 st —4d<x<<l1
) flz) =

3 st rz>1

17. Encuentra el dominio de cada funcion.

a) g(z) =4 —a?

b) f(x) ==

) y=5

d) y= 2

€) y=f

) h(@) = =555
9) f(@) = Grme
h) y= Sl

18. Traza con ayuda de la computadora la grafica de las siguientes funciones, encontrando raices, asintotas, dominio
y rango en cada caso.
a) f(z) =3x%+k; donde k = 1,2,3,4,5.

b) h(x) = 323 — Bx% + Cz + D. Propén valores para B, C y D y observa qué sucede al variar cada uno de
ellos. Escribe tus conclusiones.

¢) Una gréfica que tenga 4 raices.

d) f(z)

_a®
241
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