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U3. Introduccion a la geometria moderna

oz

Segmentos dirigidos

Definicion 0.1

Se habla de segmentos dirigidos cuando al segmento se le asigna un sentido, dada la

direccion de la recta que lo comprende. Asi, si AP es positivo entonces PA = —AP.

En otras palabras AP + PA = 0.

Notémos que si P = A, entonces AP = 0.

&
Proposicion 0.1
Si A, By C son puntos colineales, entonces AB+ BC = AC. R

Nota Si los segmentos determinados por los puntos colineales no son dirigidos, entonces la
igualdad solo se cumple cuando B estd entre los puntos Ay C. Por lo que al considerar segmentos
dirigidos se busca demostrar que esta relacion es valida sin importar la posicion de los puntos
sobre la recta que los contiene. ;Cudntos casos se tendrian que considerar? ;Cudntos y cudles

de ellos son andlogos entre ellos? Dado esto, la prueba la realizaremos por casos.

Demostracion
Caso 1. Si el punto A esta entre los puntos By C, es decir B y C estan en semirrectas

diferentes determinadas por A.

v

En este caso se tiene que AB y AC tienen sentidos contrarios, y que BC y AC tienen el mismo
sentido. Luego AB+ BC = -BA + BC = AC.
La demostracién para el caso en que B y C estén en posiciones invertidas es andloga. Es decir,

la relacion se cumple sin importar la posicion de B 'y C siempre y cuando A esté en medio.
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Caso 2. Si By C estan en la misma semirrecta determinada por el punto A, en particular,

el punto C esta entre los puntos A y B.

B C A

v

En este caso se tiene que AC y BC tienen sentidos opuestos, mientras que AC y AB tienen el
mismo sentido. Luego AB+ BC = AB— CB = AC. La demostracion es andloga para el caso en

que B estd en mediode Ay C.

Teorema 0.1. Formula de Chasles
Si A, By C son puntos colineales, entonces AB+ BC + CA = 0. .

Demostracion De la proposicion anterior tenemos que AB + BC + CA = AC + CA. Como
AC+CA =0, portanto AB+BC+CA=0.

Corolario 0.1
Si se consideran segmentos dirigidos y AB = AC, entonces B = C.

Potencia de un punto

Definicion 0.2

El producto de dos segmentos dirigidos se entiende como el producto de las longitudes

de los segmentos considerando el sentido de éstos. Asi, el producto de dos segmentos
dirigidos serd positivo si ambos segmentos se toman en la misma direccion (tienen el

mismo sentido) y serd negativo si se toman en direcciones contrarias (sentidos opuestos).

Definicion 0.3
La potencia de un punto P con respecto a una circunferencia es el producto de los

segmentos dirigidos, PA'y PB, esto es, PA - PB, donde A y B son las intersecciones de la

circunferencia con una linea que pasa por P.

€

—————— O (D) O
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La potencia de un punto P serd positiva La potencia de un punto P serd negativa
si P esta fuera de la circunferencia si P estd dentro de la circunferencia
4
P
A

La potencia de un punto P serd cero si P esta sobre la circunferencia

*
Teorema 0.2
Si dos cuerdas AB 'y CD de una circunferencia 6 se intersectan en un punto P, entonces
PA-PB=PC-PD. 0

Demostracion La demostracion la haremos por casos.

Caso 1. Si el punto P esta dentro de la circunferencia.
Si P estd dentro de la circunferencia, trazamos los seg-
mentos AD y BC. Luego /DAP = /PCB pues abren
arcos iguales. De igual forma, /CBP = /PDA. De aqui
se tiene APAD =~ APBC. Esto implica que % = %.

Por tanto PA-PB = PC - PD.

Caso 2. Si el punto P estd fuera de la circunferencia.

Si el punto P estd fuera de la circunferencia, trazamos los
segmentos AD y CB. Luego /PAD = /BCP pues abren
arcosiguales. Luegoen APAD y APCB comparten el dangulo
en P, estoes /ZAPD = /CPB. Por lo que APAD ~ APCB,
entonces % = %.

Por tanto PA-PB = PC -PD.

——————— O (D) O
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Caso 3. Si el punto P estd sobre la circunferencia.

Si P esta sobre la circunferencia tenemos que A o B coincide con P. Por lo que alguno de los
segmentos PA o PB tiene longitud cero, andlogamente C o D coincide con P, por lo que la
igualdad PA-PB = PC - PD se cumple. QED

Nota El valor de este teorema es que implica que la potencia de un punto P respecto de una

circunferencia es constante.

Proposicion 0.2

Si A, By C son puntos sobre una circunferencia € y si la tangente en C intersecta en un

punto P a la prolongacién de la cuerda AB, entonces (PC)? = PA - PB.

Demostracion
Sean A, B y C puntos en la circunferencia &, tales que la prologacién de la cuerda AB se

interseca en un punto P con la tangente en C de la circunferencia.

Tracemos los segmentos AC y BC. Consideremos el /CBA
del APBC, el cual es inscrito y abre el arco CA. También
consideremos /PCA del APAC, el cual es semiinscrito y
abre el arco CA. Como ambos subtienden el mismo arco,
entonces /CBA = /PCA. Ademds, APBC y APAC tie-
nen el angulo en P comin, es decir /BPC = /APC, por
lo que por el criterio de semejanza AAA tenemos APBC =

APAC. Luego, % = % = %, entonces (PC)? = PA - PB.
QED

= Ejercicios para ir pensando -

1. La potencia de P con respecto a la circunferencia & de radio R es d*> — R?, donde d es la
distancia de P al centro O. La potencia sera positiva, cero o negativa dependiendo si P se

encuentra fuera, sobre o dentro de la circunferencia.

——————— O (D) O
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