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U3. Introduccion a la geometria moderna

oz

Puntos armonicos

Definicion 0.1

El conjugado armonico del punto medio de un segmento es el punto al infinito de esa

recta. Esto es, si Q es el punto al infinito de una recta que contiene al segmento AB, se
A

define Q—% =-1.

Esta definicién nos permite establecer que dado un segmento AB, cualquier punto P,

distinto de A y B tiene un tinico conjugado armonico Q respecto del segmento dado.

Si (AB,PQ) = -1y O es el punto medio de AB, entonces OB> = OP-OQ, e inversamente. .

Demostracion

Sean A, B, P y Q cuatro puntos tales que (AB, PQ) = -1y O es el punto medio de AB.

m Q P o)

Como A, B, Py Q son una hilera armoénica, tenemos:

AP _ _AQ ., AO+OP _ _AO0+0Q
PB ~— T OB PO+OB — ~ QO+OB*

Pero, AO = OB, luego:

OB+OP _ _OB+OQ .. OB+OP _ _OB+0Q 2 2 _
POLOB = ~Q0+0F € 0B-0F = ~0B-00 < 20B°=20P-0Q < OB*=0P-0Q.

Por tanto queda demostrado (para ambos lados). QED

Dado un triangulo cualquiera, los puntos en que las bisectrices interna y externa de
cualquiera de sus dngulos cortan al lado opuesto, son conjugados armonicos con respecto

a ese lado.
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Sea ABC un tridngulo y consideremos, sin pérdida de generalidad, las bisectrices interna y
externa del vértice en C. Llamemos P y Q a los puntos de interseccion de las bisectrices, interna

y externa respectivamente, con el lado AB. Por demostrar que f;g = g%

Para demostrar lo que queremos, compararemos las dreas de los tridngulos que nos permitan
establecer las razones deseadas. Asi, tracemos los segmentos perpendiculares a AB por C,a AC
por Py a BC por P, llamemos a los pies de las perpendiculares D, E y F respectivamente.

De aqui tenemos que’

(AACP) = ...(1) (tomando como base AP)
2

(AACP) = AC)Z(PE .(2) (tomando como base AC)

(ABCP) = éCD .(3) (tomando como base PB)

(ABCP) = %...(4) (tomando como base BC)

Por un lado, comparando las dreas de (1) y (3), tenemos
(AP)(CD)

(rACP) 2% . (AACP) _ AP
(5BCP) ~ BT Es decir, {75cp) = pp-
(AC)(PE)
Por otro lado, comparando las dreas de (2) y (4), tenemos % = <o - Pero, PE = PF pues
2
(AC)(PE)
5 : . (0ACP) _ —H5— _ AC (AACP) _ AP _ AC (%

P estd en la bisectriz CP, por lo que, {2BCP) = TawrE = BE- Por lo que {(aBCP) = PB = e (%)

2

Ahora, consideremos los tridngulos AACQ y ABCQ
formados por Q, y las alturas BG, QH y QI sobre QC,
AC y CB respectivamente. De aqui tenemos:
(AACQ) = % .(5) (tomando como base AQ).
(AACQ) = %...(6) (tomando como base AQ).
(ABCQ) = w..ﬂ) (tomando como base BQ).
(ABCQ) = m...(S) (tomando como base BQ).

Por un lado, comparamos las dreas de (5) y (7):

(ACQ) _ “HF g
(ABCQ) — (e = BO-

(AC)(QH)
Por otro lado, comparando (6) y (8), tenemos que: Eiggg; (BC)Q(QI) Pero QH = QI pues Q estd
2
(AC)(QH)
. . AC AC
en la bisectriz externa, por lo que ((iBC(QQ; = e = BC Luego, ((iB Cg; _8 _C

2

De esta dltima igualdad y de (*), tenemos:
AP _ _ AQ AP _ AQ AP AQ

PB~BC —BQ ~ PB—BQ © PB~ QB"
Por 10 tanto, (AB, PQ)=-1. QED.

——————— O (D) O
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Definicion 0.2

El angulo de interseccion de dos circunferencias es el angulo entre sus tangentes en sus

puntos de interseccion.

Definicion 0.3

Dos circunferencias son ortogonales si su dngulo de interseccion es recto; esto es, si Sus

tangentes en sus puntos de interseccion son perpendiculares.

Si dos circunferencias son ortogonales entonces el cuadrado de la distancia entre sus

centros es igual a la suma de los cuadrados de sus radios.

Demostracion La demostracion se deja como actividad para el alumno.

——————— O (D) O
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Teorema 0.4
Si dos circunferencias ortogonales son cortadas por una recta que pasa por el centro de

una de ellas, los cuatro puntos de interseccion forman una hilera armonica.

Demostracion

Sean € y €’ dos circunferencias ortogonales
con centro O y O’ respectivamente. Sean P y
Q los puntos de interseccion de las circunfe-
rencias. Tracemos una recta [ que pasa por O
y que corte a ambas circunferencias, de esta
forma obtenemos los puntos de interseccion A
yBen©@yDyEen%é’.

Considerando el punto O y la circunferencia

€’, tenemos que la potencia de O respecto

a esta circunferencia es OD - OE. Por otra
parte, como las circunferencias son ortogonales tenemos que OP es tangente a 6 ’, luego
OD - OE = (OP)?. Ademis, OP = OB pues son radios de &, entonces OD - OF = (OB)?y O
es punto medio de AB, luego, por el teorema 0.1 de estas notas, se tiene que (AB, DE) = —1.

Por tanto los cuatro puntos de interseccion A, B, D y E forman una hilera arménica. QED

——————— O (D) O



