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U4. Algunos teoremas importantes

oz

Teorema de Menelao

Teorema 0.1
Si una recta interseca los tres lados BC, CA y AB del triangulo ABC en los puntos L, M
N ; . . AN BL CM 1
respectivamente, entonces —— - — - —— = —1.
Y rep NB LC MA .
Demostracion

Sean el AABC y I una recta que interseca a los lados BC, CA y AB del tridngulo en los puntos
L, M y N respectivamente.
Consideremos AP, BQ y CR las perpendiculares por A, B'y C respectivamente, a la linea [.

Entonces tenemos que:

AN PA
ANPA =~ ANQB,1 —=—1.
QB, luego BN - OB ey
BL QB
MCR~ AMAP, 1 — = —..
AMCR= A luego - =~ (3)

Multiplicamos (1), (2) y (3) y obtenemos:
AN BL MC PA QB CR

N AN BL -CM -AP OB CR:( 1) AN BL CM_1
-NB -LC MA QB -CR AP NB LC MA
AN BL CM
AN BL CM _ -1 QED
Teorema 0.2
Si L, M y N son tres puntos en los lados BC, CA y AB de un tridngulo ABC, para los
l lANBLCM—lt los t t lineal
cuales se cumple —— - + c mMA- b entonces los tres puntos son colineales.

Demostracion
Consideremos los puntos M y N en CA y AB
respectivamente, prolonguemos la recta M N hasta

que interseque a BC en un punto, al que llamare-

mos L.
B
P 1t teri ti AN BL' CM 1 hipdtesis también t
Or el teorema anterior se tiene e —" —  — = — Or nipotesis tambien tenemos
AN BL CM BL’qu g e MA S
NB ILC MA U0 T o fedonee

Por lo tanto, L, M y N son colineales. QED
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Teorema 0.3. Teorema de Menelao

Tres puntos L, My N sobre los lados BC, CA y AB del triangulo AABC son colineales
v s6lo si AN BL CM ]
siysolosi — - — - —— =-1.
PO NE T IC MA .
Teorema 0.4. Forma Trigonométrica del Teorema de Ceva
Tres puntos L, My N sobre los lados BC, CA y AB del tridngulo AABC son colineales
v s6lo i sen ACN sen BAL sen CBM 1
siy solo si . . =-
% sen NCB sen LAC sen MBA O
Demostracion
La demostracién se deja como actividad para el alumno.
Teorema 0.5. Division interna y externa
Si P, L y M son puntos en los lados AB, BC y CA del triangulo ABC, tales que AL, BM
y CP son concurrentes y si la recta LM interseca a AB en Q, entonces los puntos Py Q
son conjugados armonicos con respecto al segmento AB. .
Demostracion
AP BL CM
C AL, BMyCP t t 1t deCeva — - — - —— =1.
omo y son concurrentes entonces por el teorema de e;‘/a P % . I % MM "
Como L, M y Q son colineales, por el teorema de Menelao tenemos Q—g "IC MA -1.
AP AQ . ‘-
De donde B - —@. Por lo que P y Q son conjugados arménicos con respecto de AB.

Por lo tanto, P y Q dividen al segmento AB interna y externamente en la misma razén.
= Ejercicios para ir pensando -

1. Las seis bisectrices de los dngulos exteriores e interiores de un tridngulo, pasan por tercias
por cuatro puntos.

2. Las bisectrices de los dngulos exteriores de un tridngulo cortan los lados opuestos en tres
puntos colineales.

3. Si P es el punto medio del lado BC del tridangulo ABC, Q y R son puntos cualesquiera en
AC y AB de tal forma que BQ y CR se corten en AP, entonces QR es paralelo a BC.
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