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1. Graficas

1.1. Definiciones
1.1.1. Grafica, vértice y arista

Una grafica (simple) es una pareja ordenada, digamos (V, E), donde V es un conjunto finito y no
vacio de elementos llamados vértices y E es un conjunto de parejas no ordenadas tinicas de elementos
de V llamadas aristas.

Nota. Para esta guia consideramos graficas simples:

1. Dados dos vértices x y y en una grafica, existe a lo mds una arista entre x y y. Es decir, no
trabajaremos con multigraficas.

2. Dado un vértice = en una grafica, la pareja no ordenada (z,x) no es una arista de la gréfica. Es
decir, no trabajaremos con bucles o lazos.

3. Dada (u,v) una arista de una grafica, entonces (u,v) = (v,u). Es decir, no trabajaremos con
graficas dirigidas.

Ejemplo. Las siguientes son graficas:
(a) Go = (Va, Ey) con V, = {v1,v2,v3,04} y Eq = {(v1,02), (v3,04), (vg,v2)}
(b) Gy = (Vp, Ep) con V,, = {rojo} y B, =0
(¢) Ge=(Ve, Ec) con Ve ={1,2,3,4,5,6} y Ec = {(1,2),(2,3),(3,1), (4,5)}

1.1.2. Adyacencia, incidencia, V(G) y E(G)
Dados dos vértices de una grafica G, digamos u y v

1. u y v son adyacentes en G si (u,v) es una arista de G. En tal caso, cada uno de estos vértices
es incidente a dicha arista.

2. Denotaremos por V(G) a su conjunto de vértices y por E(G) a su conjunto de aristas.

Nota. Dada una arista (u,v) en una grifica, omitiremos la notacién conjuntista y escribiremos
simplemente uv. Recordar que uv = vu para esta guia.

1.1.3. Representaciéon de una gréafica en el plano
Una grafica G puede ser representada en el plano de la siguiente manera:
1. A cada vértice de G se le asocia un punto en el plano.

2. A cada arista de G, digamos uv, se le representa con un segmento continuo entre los puntos que
representan a los vértices u y v

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

G, = (V,, E,), donde:

V(Ga) = {1)1, Vg, V3, U4, Us, Vg, U7, ’Ug}
E(G.) = {v1v3,v106, V107, V206, V207, U3V,
U3U77U3U87U5U677}6U8}




Gy = (W, Ep), donde:

V(Gb) = {Ul, V2, V3, V4, Us, Ug}

E(Gy) = {v1v2, 0103, v104, 106, V203, V35,
V3Vg, V4Vs5, V46, Us Vg

G.= (V. E.), donde:

V(G.) = {v1,v9,v3,v4, V5,6, V7, V8 }

E(Gy) = {v1v3, v104, v106, V23, V204, V2Vg, U307,
V45, V47, V5Vg, UsUs, VU7 }

Ejemplo. Por la nota en 2.1.1 los siguiente dibujos no representan alguna gréafica para los fines de

esta guia.

o Y o
0O

Nota. Usualmente dibujaremos una grafica sin especificar el nombre de cada arista.




1.1.4. Matriz de adyacencia

Sea G una gréfica con V(G) = {v1,v2,v3, -+ ,Un}, se define a la matriz de adyacencias de G
como la matriz tal que

o 1 si U1’U2€E(G)
YT 0 st ¢ E(G)

la denotaremos como MA[G] = (aij)nxn

Observacién. Si G es una grafica y M A[G] su matriz de adyacencias, entonces:
l.a;=0vie{l,--- ,n}

2. aij = a5 Yi,j€{1,--- ,n}

3. Vke{l,+ n} 3l an = 300 ak

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréafica y su matriz de adyacencias:

D

‘® MA[G]
@‘“‘@

1.1.5. Matriz de incidencias

= === O
== O
== O
SO~
OO =

Sea G una gréafica con V(G) = {v1,v2,03, -, 0ot v E(G) = {e1,ea,€3, - ,e,}, se define a la
matriz de incidencias de G como la matriz tal que

_J1 si v; incide en e;
Qi = 0 . incid )
si v; no incide en e;

la denotaremos como MI[G] = (a;j)nxn

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica y su matriz de incidencias:

11100 0 0 00O
01 01 10O0O0O0O0
/1001010010
1001 0011001
00001 O011O0O0
0 000O0OO0OO0OT1T1]1




1.1.6. Orden y tamano
Dada una grafica G:

1. El orden de G es el ntimero de vértices que tiene la grifica, es decir, |V(G)|

2. El tamano de G es el ndmero de aristas que tiene una grafica, es decir, |E(G)|

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

Ga

(a) El orden de G, es |V(G,)| = |{v1, v2, v3, 04, v5, 06} = 6
El tamano de G, es |E(G,)| = [{viva, v103, 0104, U203, V2U5, V3V6, V4Vs, V4Vg, UsVs }| = 9

(b) El orden de Gp es |[V(Gp)| =8
El tamano de Gy, es |E(Gp)| = 16

(¢) El orden de G. es |[V(G.)| =6
El tamano de G, es |[E(G.)| = 12

1.1.7. Vecindad, grado, Eg(v), grado minimo y méaximo

Dada una grafica G y un vértice v en G:

1. La vecindad de v en G, denotada por Ng(v), es el conjunto {z € V(G) : zv € E(G)}. A los
elementos en Ng(v) se les llama los vecinos de v en G.

. Al nimero |N¢(v)| se le llama grado de v en G y se denota por dg(v).

. Eg(v) es el conjunto de aristas en las que incide v.

2
3
4. El grado minimo de G, denotado por §(G) se define como min{dc(z) : x € V(G)}.
)

. El grado maximo de G, denotado por A(G) se define como maxz{dig(z) : x € V(G)}.

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréfica:

Para el vértice vip en G tenemos que sus

vecinos son Ng(vig) = {v1,v9,v3, 04}
Entonces el grado de w;p en G es
oc(vio) = [Ng(vio)] = 4. Ademds,

EG ('UIO) = {levla V10V2, V1003, UIO'U4}

El grado minimo de G es:

(G) = min{églv) : v € V(G)} =
min{dg(v1),0c(v2),...,0c(v10)}
min{5,5,5,5,3,3,2,2,2,4} =
min{5,3,2,4} =2

El grado maximo de G es:
A(G) = maz{dclv) : v € V(G)} =
mazx{5,3,2,4} =5



1.1.8. Isomorfismo de graficas

Dadas dos graficas, digamos G y H, decimos que G y H son isomorfas, denotado por G = H, si
existe una funcién biyectiva f : V(G) — V(H) que preserva adyacencias, es decir, para cualquier par
de vértices u y v de G, uv es una arista en G si y sélo si f(u)f(v) es una arista en H.

A la funcién f se le conoce como isomorfismo entre Gy H .

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

@ (V1) J\@ v3

@ ‘ @
2

Gb Ge

(a) La funcién f, : V(G,) = V(Gp) dada por: fo(v1) = ve, fo(v2) = v1, fa(vs) = va, fo(vs) = vs,
fa(vs) =v4y fa(ve) = vs. La funcién es biyectiva y se puede comprobar que preserva adyacencias.
Por lo tanto, G, y Gp son isomorfas, G, = Gjp.

(b) La funcién f. : V(G,) — V(G.) dada por: fo(v1) = ve, fa(v2) = vs, fa(v3) = v4, fa(va) = vs,
fa(vs) =va y fo(vg) = v1, es un isomorfismo entre G, y G.. Por lo tanto G, = G..

1.2. Resultados importantes
1. Lema. En toda grafica con al menos dos vértices, hay al menos dos vértices con el mismo grado.

2. Teorema (Primer teorema de graficas). En cualquier grafica se satisface que

Y dalz) =2|EG)|

zeV(G)
3. Corolario. En toda gréfica, el nimero de vértices de grado impar es par.
Ejemplo. Consideremos la siguiente gréfica:

Observamos que se cumplen los resultados:

Lema 1. Los dos vértices coloreados de verde
tienen el mismo grado.

Teorema 2.

Y be(m)=1+1+1+2+2+2+5=
zeV(QG)

14 = 2(7) = 2| E(G)|

Corolario 3. Los vértices de grado impar (colo-
reados de azul) son en total 4, un nimero par.



4. Teorema. Sean G y H dos grificas con isomorfismo f : V(G) = V(H) y z,y € V(G), entonces:
V(@) = [V (H)]
€ Ng(z) sty sélo si f(y) € Nu(f(x))

)

)y

) da(z) = du(f(z))
) |E(G)| = |E(H)|

i)

b

o

d

Ejemplo. Consideremos las siguientes grificas G y H, el isomorfismo f : V(G) — V(H) con
flv) =u; Vi€ {1,2,3,4,5,6}, y vértices cualquiera en G, digamos, vy, vy:

v

)

G H

Observamos que se cumplen los incisos del teorema 4.

a) [V(G)| =6 =|V(H)|

) (H)
b) vy € Ng(v1) y f(v2) = us € Ny(u1) = Ng(f(v1))
c) dg(v1) =2=10dp(u1) =du(f(x))

) (H)

d) [E(G)] =9 = |E(H)]

1.3. Ejercicios

1. En una fiesta de finitas personas, varias personas se dan apretones de manos. Demuestra que el
namero de personas que han dado un ntmero impar de apretones de manos es par.

2. (Es posible construir una gréafica con 5 vértices donde los grados de los vértices sean 4,3,2,1 y
0? Justifica tu respuesta.

3. (Hay graficas que cumplan que todos sus vértices tengan grados distintos? Si existen, salvo
isomorfismos ;Cudantas son? Justifica tu respuesta.

4. Sea G una grafica. Demostrar que §(G) < 2‘|E((GG))I‘ < A(G)

5. Una gréafica amistad F,, con 1 < n € N se forma tomando n tridngulos (tres vértices adyacentes
entre ellos) que comparten un tinico vértice comun.

Ejemplo.

Sea Fj, una grafica amistad. Determina su orden y tamano.



B

F> o grafica mariposa Fy Fy

6. Sea G una grifica con conjunto de vértices V(G) = {1,2,3,4} y conjunto de aristas E(G) =
{12,13,14,23,34}.

a) Dibuja una representacién de G en el plano.
b) Escribe la matriz de adyacencias de G.

c¢) Escribe la matriz de incidencias de G.

7. Sean G y H las siguientes graficas:

G H

Determina si son isomorfas. Justifica tu respuesta.
8. Muestra que hay 11 graficas de orden 4, no isomorfas entre ellas.

9. Muestra que en cualquier grupo de 2 6 mds personas, hay siempre al menos dos con exactamente
el mismo numero de amigos dentro del grupo.



