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2. Subgraficas, tipos de graficas y operaciones entre graficas

2.1. Definiciones

2.1.1. Igualdad de graficas, subgraficas, supergréaficas y subgraficas propias
Dadas dos graficas, digamos G'y H:
1. Diremos que G es igual a H, denotado por G = H, si V(H) =V (G) y E(H) = E(G).

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

Como V(G,) = V(Gy) = V(G.) y E(G.) = E(Gy) = E(G.), tenemos que las tres gréficas son
iguales: G, = Gy = G..

2. Diremos que H es subgrafica de G, denotado por H < G, si V(H) C V(G) y E(H) C E(G).
Bajo estas condiciones, también diremos que G es supergrafica de H.

3. Diremos que H es subgréfica propia de G, denotado por H < G, si H < Gy H # G.
Equivalentemente, pasa que V(H) C V(G) o E(H) C E(G).

Observacion. Si H es subgrafica de G, entonces:
L V(H)| < [V(G)|
2. |[E(H)| <|E(G)]

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

(a) Como V(Gy) CV(G,) vy E(Gy) C E(G,), tenemos que Gy es una subgrifica de G,. Gy < G,
Ademas, como Gy, # G,, Gy es una subgrafica propia de G, y lo denotamos por G, < G,.

(b) Como V(G.) C V(G,) v E(G.) C E(G,), tenemos que G, es una supergrifica de G., y lo
denotamos por G, < G,.
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2.1.2. Subgréfica generadora y subgrafica propia
Dadas dos graficas Gy H:

1. H es subgréfica generadora de Gsi H <Gy V(H) =V(G).

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

(v (V9 (V3

&)
®

(V2

a Gb GC

Vs,

Q

Gy <Gy >G., yV(Gy) =V(G,) =V(G,). Entonces Gy, y G. son subgréficas generadoras de G,.

2. H es subgréfica inducida de G si H < G y, dos vértices de H son adyacentes si y sélo si son
adyacentes en G.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

(a) Como Gy < G, v dos vértices en Gy, son adyacentes si y sélo si son adyacentes en G,. G} es una
subgréfica inducida G,.

(b) Como G, < G, y dos vértices en G. son adyacentes si y sélo si son adyacentes en G,. G es una
subgréfica inducida G,.

2.1.3. Grafica trivial, vacia, completa y K,
Dada una grafica G:
1. G es una grafica trivial si el tamano de G es 0 y el orden de G es 0 o 1.
Ejemplo. Las dos gréficas triviales:

O

Gréfica nula Gréfica singleton
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2. G es una grafica vacia si el tamano de G es 0.

Ejemplo. La siguiente es una grafica vacia.

o)
©5%9 000
0o o0 ©
o)
OOOOOOO
o o0
OO0 o0
Op o0 0O

3. G es una gréafica completa si Vz,y € V(G) tales que x # y, se tiene zy € E(G).
Equivalentemente, Vx € V(G), Ng(z) = V(G) \ {z} o Vz € V(G),dg(x) = |[V(G)| — 1.
1.

Ademids, denotamos por K, a una grafica completa de orden n, con n >

Ejemplo. Las siguientes son graficas completas:

K12 KS

2.1.4. Conjunto independiente

Dada una grifica Gy S C V(G), diremos que S es un conjunto independiente en G si Vu,v € S
pasa que uv ¢ E(G).

Observacién. Para un conjunto S independiente en G, si x € S'y z € Ng(z), entonces z ¢ S. Es
decir, los vértices en S no tienen vecinos en S.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

. A1)
N XT

(a) Para G, el conjunto de vértices en verde, S, = {vr,v9,v11,v13,v15} C V(G,) es un conjunto
independiente en GG, debido a que entre ellos no comparten vecinos.
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(b) Para Gy, el conjunto de vértices en azul, S, = {v1,v7,v9,v12,v14} C V(Gp) es un conjunto
independiente en GGy, debido a que entre ellos no comparten vecinos.

(c) Para G, el conjunto de vértices en azul, S, = {vs,v11} C V(G.) es un conjunto independiente
en (G, debido a que entre ellos no comparten vecinos.

2.1.5. Gréfica bipartita, bipartita completa y K, ,,
Sea G una grafica no trivial:
1. Diremos que G es bipartita si existe una biparticién de V(G) en conjuntos independientes.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

O

Ga

La coloracién de los vértices nos permite visualizar rapidamente una posible biparticién en conjuntos
independientes para cada grafica. Por lo tanto cada grafica es bipartita.

2. Decimos que G es bipartita completa si es bipartita y, Vu € U Yv € V se tiene que uwv € E(G).
Ademas, si G es bipartita completa con biparticién {U, V'} en conjuntos independientes, tal que
|U| =ny |V| =m, entones diremos que G = K, ,,

Ejemplo. Las siguientes graficas son bipartitas completas:

@)

A

\%\\%”«?f%ﬁ%f
0@@@0‘
’4‘9{"{"4}’36%&45‘
//\W/\\VI/\\V\\

Go=Kunu G. = Ks,5
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2.1.6. Gréfica r—regular

Sea G una grafica y r € N. Decimos que G es r — regular si dg(v) = r Vv € V(G).

Ejemplo. Las siguientes graficas son r—regulares:

&z

G, es 3—regular Gy es 4—regular G es b—regular

2.1.7. Gréafica de lineas

Dada una gréifica G, se define a la gréafica de lineas, denotada por L(G), como la grafica tal que:

2. ab € E(L(GQ)) siy s6lo si ay b tienen un vértice en comin en G.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

Ga

Nota: Para la grafica Gj, los nombres v; no son los nombres de las aristas. En este caso solo estan
ilustrados para identificar cudl es el vértice que comparten las aristas e; en G, y por construccién el
motivo por el cual existan dichas aristas entre los vértices e; en Gy,
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2.1.8. Complemento de una grafica

Dada una gréifica G, el complemento de G, denotado por G, es la grafica tal que:
1. V(G)=V(G)

2. Sean u,v € V(G) con u #v. uv € E(G) siy sdlo si uwv ¢ E(G)

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

2.1.9. Unién de gréficas, graficas ajenas, suma de graficas y producto cartesiano de
graficas

Sean G'y H dos graficas:
1. La unién de G y H, denotada por G U H es la gréfica tal que:

a) V(GUH) = V(G)UV(H)
b) E(GUH) = E(G)U E(H)

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:
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2. Diremos que G y H son ajenas (por vértices) si V(G) NV (H) = 0.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

(V3 (V)
® )@
Vi V2 Vs V7

Gb Gc

(a) G, es ajena a Gy, ya que V(G,) NV (Gy) =0
(b) G4 no es ajena a G, ya que V(G,) NV (G.) = {va}
(¢) Gp no es ajena a G, ya que V(Gp) NV (G.) = {vs}
3. Si G y H son ajenas, la suma de G y H, denotada por G + H, es la gréafica tal que:
a) VIG+H)=V(G)UV(H)
b) E(G+H)=E(G)UEH)U{gh:geGyheH}

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

o

Ge=Ga+ Gy

4. Si G y H son ajenas. El producto cartesiano de G con H, denotado por G x H, es la grafica
tal que:

a) V(Gx H)=V(G) x V(H)
b) (u,x)(v,y) € E(Gx H) siysolosipasaque:u=vyzy€ E(H),0o,z=yyuve E(H)

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

o—=C O
\/\C>

Ga Gb Gc - Ga X Gb
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2.2. Resultados importantes

1. Lema. Sea H una subgréfica de G. Si x es un vértice de H, entonces Ny(z) C Ng(z) y
Epn(z) C Eg(z). En particular, 6 () < dg(x).

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas Gy H con H < G:

Observamos que se cumple el lema 1.
a) Consideremos un vértice cualquiera en H, digamos vy,
Ny (vi) = {va,v3} C {va,v3,v4, 05} = Ng(v1)
b) Ep(x) = {viva,v1vs} C {v1v2,v103, 0104, 0105} = Eg(z).
¢) Consideremos un vértice cualquiera en H, digamos vs, dg(v3) =4 <5 = dg(vs).

2. Lema. Sean (G1, G5 y G5 graficas tales que G es subgrafica generadora de G2 y G2 es subgrafica
generadora de (G3, entonces GG es subgrafica generadora de Gj.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas G3, G2 y G1 tales que Gz es subgrafica generadora
de G5 y G es subgrafica generadora de G1:

O ~ § %g

Ga

Observamos que se cumple el lema 2. G es subgrafica generadora de Gj.
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3. Teorema. Si G es una grafica bipartita con biparticién X,Y en conjuntos independientes, en-

tonces
S da(z) = [E@G) = daly)

reX yey

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica bipartita, con biparticion X,Y en conjuntos indepen-
dientes, donde los vértices coloreados de amarillo son los elementos de X y los vértices coloreados de
rosa son los elementos de Y:

Observamos que se cumple el teorema 3.

Y dglr)=1+2+2+2+3+4=14

Y bo(y)=1+2+2+3+3+3=14

|E(G)| = 14

Por lo tanto

S de(@) = |E@)] = Y dal)

rzeX yey

4. Teorema. Si G es r-regular, entonces

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica 3—regular.

Observamos que se cumple el teorema 4.

|E(G)| = 18 = (3)(6) = 3(;2) _ 7“|V2(G)|
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5. Lema. Sea G una gréfica arbitraria. Entonces:
a) [V(G) =|V(G)|
b) Siz € V(G)7 entonces Ng(z) = V(G) \ (Ng(z) U {z})
¢) da(x) + dg(x) = [V(G)[+1
d) |E(Q) +|E@) = |V (G)| M=

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas.

V2 V3

Observamos que se cumple el lema 5.
a) |[V(G)=6=|V(G)
b) Consideremos un vérice cualquiera de G, digamos v;1. Entonces
Ng(v1) = {vs,v6} = {v1,v2,v3,v4, 05,6} \ {v1,02,v3, 04} =
{v1,v2,v3,v4,v5, 06} \ ({v2,vs, 04} U {v1}) = V(G) \ (Ng(v1) U{v1})
¢) Cousideremos un vértice cualquiera de G, digamos vs,

5@(’05)4‘5@(05):34‘2:5:6—1:|V(G)|+1

d) |E@G) + |E@G)| =7+8=15=(3)(5) = (6)3 = [V(G)| L=

6. Lema. Si G y H son dos graficas ajenas, entonces G y H son subgraficas inducidas de GU H y
de G+ H.

2.3. Ejercicios

1. Sean G; < G2 y G5 < (3. Demuestra que G < G3.

2. Sean (G una subgréfica inducida de G2 y G2 una subgréfica inducida de GG3. Demuestra que G
es una subgrafica inducida de Gs.

3. Sea K, la gréfica completa y n > 2. Demuestra que Va € V(K,,) se tiene que dg, () = n — 1.
Ademds, calcula el nimero de aristas de K.

4. Demuestra que no existe una grafica r—regular con un nimero impar de vértices si r es impar.

5. Sea G una grafica. Demuestra que el complemento de G es igual a G. Es decir, G, = (G,).
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6.

7.
8.

10.
11.

12.

Una gréfica es auto-complementaria si es isomorfa a su complemento.
Ejemplo. Todas las siguientes graficas son auto-complementarias. G, &£ G, y Gy = Gp.

@
Vs @ @

Ga G Gy Gy

Sea G una grafica auto-complementaria tal que |V(G)| = n. Demuestra que n = 0 (mod 4) o
n =1 (mod 4).

Sea G una grafica bipartita r—regular con particiones de tamanos m y n. Demuestra que m = n.

Dada una grifica G, la grafica inducida por un conjunto de vértices S C V(G), es la
grafica G(S) con V(G(S)) = S y dos vértices de G(S) son adyacentes si y sélo si son adyacentes
en G.

Ejemplo. Sea A el conjunto de los vértices de G coloreados en azul y V el conjunto de los
vértices de G dibujados en verde:

G G(A) G(V)

Sea G una grafica con n vértices y sea S C V(G) un conjunto independiente en G, de tamafio
m. Demuestra que en G, pasa que G(S) = K,,.

. Sea G una gréfica y S C V(G). Demuestra que S es independiente en G si y sdlo si E(G(S)) =)

[ver definicién de G(S) en ejercicio 2.3.8.].
Si G y H son dos gréaficas ajenas, entonces |E(G + H)| = |E(G)| + |E(H)| + |[V(G)||V(H)|

Demuestra o da un contra-ejemplo de la siguiente afirmacién: si G es bipartita, entonces L(G)
también es bipartita.

Muestra un ejemplo para el lema 2.2.6.
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