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3. Caminos y conexidad

3.1. Definiciones

3.1.1. Camino, camino cerrado, subcamino, longitud de un camino y concatenacién de
caminos

Sea G una grafica. Un camino C de G es una sucesién finita de vértices de G, digamos C' =
(xo,...,xn) tal que Vi € {1,...,n — 1} se tiene que x;x,+1 € E(G).

Al vértice xg se le llama vértice inicial y al vértice xz,, se le llama vértice final. Al resto de
vértices les llamamos vértices internos.

Cuando queremos especificar el vértice inicial y final del camino, decimos que el camino es un
ToT, — camino en G.

Denotaremos por V(C') al conjunto {zo,...,z,}, y por E(C) al conjunto {x;zi+1 € E(G) : i €

{0,...,n—1}}

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y caminos:

(a) Cq = (v1,v2,v3,v4,V5,v4,07)
El vértice inicial es vy, el vértice final es v; y los vértices internos son los vértices en el conjunto
{va,v3,v4, 05}
C, es un vivy — camino.
V(Oa) = {Ulv V2,V3, V4, ,Us, U7}
E(C,) = {v1v2, v2v3, 304, V405, V4V7 }

(b) Cy = (v1,v2,v9,v3, 4, Vs, Vg, Us, U7, V1)
El vértice inicial es vy, el vértice final es vy y los vértices internos son los vértices en el conjunto
{U27v97 V3, V4, Vg, Vg, Us, U7}
C}y es un v1v1 — camino.
V(Cy) = {v1, v2,v3, v4, V5, Vg, V7, Vg, Vg }
E(Ob) = {0102,1}2”9,@9”3, V34, V48, Vg Vg, VgUs, UsU7, U7vl}

(c) Ce= (vr,v8,v9,v8)
El vértice inicial es v7, el vértice final es vg y los vértices internos son los vértices en el conjunto
{vs, vo}
C. es un vyvg — camino.
V(C.) = {vr,vs,v9}
E(C) = {vrvs, vsvo}
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Sea C = (vg,...,v,) un camino de una grifica:
1. Si v, = v,, se dice que C' es un camino cerrado.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y caminos cerrados:

9 ®

Co = (11171127113711471157111) Cy = ('U77U87U97U107'U117'010711971187U7) C.= (v17v27v37v17v37v27v1)

2. La sucesién CT = (z,,,...,7o) también es un camino. Es el camino transpuesto de C.

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréafica y los caminos:

@ © @ ©

V3 @

® ®

Ca = (v1,v2,v4) Cy = (va,v2,v1) = (Ca)”

3. Un subcamino de C es cualquier subsucesién de C, digamos C’, que también sea un camino y
que ademds E(C’) C E(C).

Ejemplo. Consideremos la siguiente graficas y caminos, donde C} y C. son subcaminos de Cj:

Ca = (v1,v4, V5,06, V4, V7,V3) Chy = (v4, V5,06, v4) Ce = (v1,v4,v7,0v3)
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4. Si |[V(C)| = n, diremos que su longitud es de n — 1 y la denotamos por A(C').

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

©—G—W W—W @ % Q
Va) fv& (Vs)
(/ \?
®v®
V1 V2 V1 V3
G Gy G

(a) Cy = (v1,v9,v3,v4, V5,6, V7, Vg, Vg) ¥ su longitud es
(Oa) = |{’017/U25U3;U47U57U67U75U8;U9}| - 1 = 9 - 1 = 8

>

(b) Cp = (v2,v3,v4,v6,v7) ¥ su longitud es
(Cy) = [{v2,v3,v4,06,07} —1=5—-1=4

>

(¢) C¢ = (v1,v5,v3,vV2,vV4,V1,05,V3,V2,04,v1) y sSu longitud es
ACe) = [{v1,v5,v3, V2,04, 01,05, V3, V2, V4,01 }| —1 =11 — 1 =10

5. Si C; es un uv — camino, digamos (zg, ..., z,) y Cs es un vw — camino, digamos (Yo, - .., Yn), la
concatenacién de C; con Cs, denotada por Cq U Cy, es el camino (o, ..., Tn = Yoy -+ -5 Yn)-

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica y caminos:

Cy = (v4,v8,v1,09)

CC = (UhU37U67U57U47U87U17U9) = Ca U Cb
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3.1.2. Trayectoria, ciclo y paseo

Dada una grafica G y C un camino de G, digamos (xg, ..., Zp):
1. Diremos que C' es una trayectoria en G si Vi, j € {0,...,n} con i # j se tiene que x; # z;.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y caminos:

(Vo (v
QD@@
®

Co = (v1,v2,Vs5,06, V4, V3) Cy = (v2,v1,v7,v1,Vs) Ce = (v6,v7,vs, V6)

(®

(a) Como C, no repite vértices, diremos que C, es una trayectoria.
(b) Como Cj, repite vértices, Cp no es una trayectoria.
(¢) Como C, repite vértices, C. no es una trayectoria.

2. Diremos que C es un ciclo en G si es un camino cerrado de longitud al menos 3, tal que
Vi,j € {l,...,n—1} con i # j, se cumple que z; # z;.

Si GG no tiene ciclos, diremos que es aciclica.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y caminos:

Ca = (v2, s, v4,v1,V3,V2) Gy es aciclica. C. = (v1,vs, V3, V4, Vs, V2, V1)

Como A(C,) =5 > 3, M(C,) = 6 > 3 y repiten inicamente su vértice final e inicial, diremos que
C, y C. son ciclos (para sus respectivas graficas).



3. Diremos que C es un paseo en G si C no repite aristas. Es decir, si x;2;_1 € E(C) y zjz,41 €
E(C) e i # j, entonces x;&it1 # ;2 41

Ademaés C es un paseo cerrado si es un paseo y un camino cerrado.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y caminos:

(a) Cy = (v1,v3,v2, Vg, Vg, V1, U7, Us, U2, U7, U3, Ug, Us, U1, Ug ), como C, no repite aristas, diremos que
C, es un paseo.

(b) Cy = (v1,v10, Vs, Vg, U7, Vg, V2, Vg, Vs, Ug, V2, V1, U7, U5, U3, V1 ), como Cj no repite aristas y ademads
su vértice inicial y vértice final son el mismo, diremos que C} es un paseo cerrado.

(¢) C. = (v2,v1,v4,v1,v3), como C, repite la arista v1v4 = v4v1, C N0 €s un paseo.

3.1.3. Conexidad

Dada una grafica G, diremos que G es conexa si para todo par de vértices en V(G), digamos u y
v, existe un uv — camino en G. En caso contrario diremos que G es inconexa.

Observacion. Equivalentemente, G es conexa si existe una uv — trayectoria en G.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

(a) Es posible hallar un camino entre cualquier par de vértices distintos en G, por lo tanto G, es
conexa.

(b) Es posible hallar una trayectoria (equivalentemente un camino) entre cualquier par de vértices
distintos en Gy, por lo tanto Gy es conexa.

(¢) G no es conexa, debido a que el vértice vy esta aislado del resto, es decir, no es posible hallar
un camino de v4 a cualquier otro vértice en la grafica G..
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3.1.4. Componentes conexas

Definimos ~¢ como la relacién en V(G) dada por, z ~¢g y si y sdlo si existe un zy — camino en G.
Ademas se puede demostrar que ~¢ es una relacién de equivalencia.

Si K es una clase de equivalencia descrita por la relacién ~g y G(K) es la subgréfica inducida de
G cuyos vértices son K, entonces G(K) es una subgrifica conexa y no estd conectada a ningin otro

vértice en G \ V(G(K)). En tal caso, decimos que G(K) es una componente conexa de G.

Observacion. Dos vértices en GG, digamos z y y, estan en la misma componente conexa de G siy
solo si existe un xy — camino en G.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica y ~g:

7
XN
V2 V4 8 Vi1

I/
Vs V1o

Vi ={uvi}, Vo ={us,v6}, Vs = {vs, 07,08}, Vi = {v2,v4,v9,v11.010}

Ve V Vo
V.

Vi V3

Tenemos las siguientes clases de equivalencia:

Efectivamente, para cada i € {1,2,3,4}, G(V;) es una componente conexa de G,.
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3.1.5. Distancia entre vértices, geodésica, excentricidad, radio, centro, didametro y peri-
feria

Sean G una gréifica, u y v vértices de G. La distancia entre u y v, denotada por dg(u,v), se
define como el min{\(T) : T es un uv — camino en G}.

Nota: Por un teorema enunciado mas adelante en esta seccién, sabemos que si tenemos un camino
entre dos vértices, entonces tenemos una trayectoria entre estos dos vértices, por lo que usualmente

pensamos en la distancia como: dg(u,v) = min{A(T) : T es una uv — trayectoria en G}.

En caso de que no existan un uv — camino (equivalentemente una uv — trayectoria) en G, diremos
que dg(u,v) = co.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

H—@ ¢
(2 ®)
@
oo d AN
) Gb

G

G (B

@

}.
@

@‘@ v W

(a) Calculemos la distancia entre los vértices vy y vz en Gy.
Las trayectorias posibles entre los vértices vy y ve son: Ty = {v1,v3,v2}, To = {v1,v6,v7, Vs, 2}
y Ts = {v1,v4, 05,2}
Entonces la distancia entre los vértices vy y vg es: dg(vy, v2) = min{A(T) : T es una v,vs — trayectoria en G} =
min{\(T1), \(T2), A\(T5)} = min{2,4,3} =3
(b) Calculemos la distancia entre los vértices vy y v4 en Ga.

Las trayectorias posibles entre los vértices vy y vyq son: Ty = {v1,vs,v4} y To = {v1,v2,v3, 04},
representadas en las figuras (B) y (C), respectivamente.

Entonces, dg(v1,v4) = min{\(T1), A\(T2)} = min{2,3} =2

(¢c) Como no hay trayectorias entre el vértice vy y el resto de vértices en la grifica Gs

de(v1,v2) = 00 = dg(v1, v3)
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1. A un wv — camino de longitud minima en G se le llama uv—geodésica.
2. La excentricidad de v en G, denotada por e (v), se define como el max{dg(v,z): x € V(G)}.

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréafica con los siguientes vzvg—trayectorias:

(a) Los caminos (' = (U37027U1706)7 Co = (U3=01170127@6)7 C3 = (U377)9=Us=116)7 Cy = (v3,v4,vs5,06),
son v3vg—geodésicas.

(b) La excentricidad de vs en G, es: eg(vs) = max{dg(vs,z) : x € V(G)} = max{2,3} = 3.
3. El radio de G, denotado por rad(G), se define como el min{eg(z) : x € V(G)}.

Al conjunto de vértices de excentricidad minima se le conoce como el centro de G, denotado
por Cen(G). Es decir, Cen(G) = {z € V(G) : eg(z) = rad(G)}.

4. El didmetro de G, denotado por diam(G), se define como el maz{eg(z): x € V(G)}.

Al conjunto de vértices de excentricidad méxima se le conoce como la periferia de G, denotada
por Per(G). Es decir, Per(G) = {z € V(G) : eq(z) = diam(G)}.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

®
O—O—®

®
®

Es fécil ver que los vértices de (G, tienen tres posibles valores de excentricidad: 2, 3 y 4. Corres-
pondientes a los vértices rojos, azules y verdes, respectivamente.

(a) rad(G,) = min{eg,(z) : x € V(G)} = min{2,3,4} =2

Ademas, Cen(G,) = {zx € V(G,) : eq,(x) = rad(G,)} = {vg}

(G, tiene un unico centro, pero para otras graficas puede haber més de uno.
(b) diam(G,) = max{eg, (x):x € V(G,)} =1{2,3,4} =4

Ademads, Per(G,) = {z € V(G,) : eg, (x) = diam(G)} = {v1,vs3,vs,v7}
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3.2. Resultados importantes

1. Teorema. Sean G un grafica y u,v C V(G). Si C' es un uv—camino, entonces existe un subcamino
de C que es una uv—trayectoria en G. En particular, existe un uv—camino en G si y solo si existe
una uv—trayectoria en G.

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréafica, y caminos.

(1)1,02703704702704705706704,”07) Cy = (11171)271)371)471)7) Cs3 = (1117”02,”04,”07)
Cs5 y C3 son subcaminos de C17, es decir, Co y C3 son caminos que son subsucesiones de C7 y
E(Cy) C E(Cy) 2 E(C3). Ademids Cy y C3 son trayectorias. Por lo tanto se cumple el teorema 1.

2. Teorema. Sean GG una grafica y C' un camino cerrado en G. Si C es de longitud impar, entonces
existe una subsucesion de C que es un ciclo de longitud impar en G.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica y caminos:

C1 = (v1,v2,v3, V4, Vs, Vs, U3, Va, U7, Us, Vg, V1) C> = (v1,v2,v3, v4, U7, V8, Vg, V1)

C es una camino cerrado tal que su longitud es impar (A(Cy) = |V(C)|—1=12-1=11) y Cy
es una subsucesién de C; que es un ciclo de longitud impar (A(Ce) = |[V(Cy)|—1=8—-1=7). Por lo
tanto se cumple el teorema 4.

3. Lema. Sean G una gréfica, ¢y un uv—camino y C un vw—camino. Se cumple que:
a) )\(Cl U CQ) - )\(Ol) + )\(CQ)
b) Si z es un vértice de Cy, entonces A(u, Cq,z) < A(Cy)

Nota. Si tenemos un zy—camino, digamos C' = (vg = x,v1,...,Vp_1,0, = ¥), ¥ z €s un vértice
de C, es decir z = v; para la minima j € {0,...,n}. La notacién (z,C, z) se refiere a un camino que
empieza en z y toma el camino C hasta llegar por primera vez a z, es decir (z,C, z) = (x,v1,...,v; = 2).
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4. Lema. Sea G una gréfica conexa y e € E(G). La grafica G — e es conexa si y sélo si existe un
ciclo de G, digamos C, tal que e € E(C).

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréfica:

Arista e; G—e Arista es G —eq

Observamos que se cumple el lema 4:

a) No existe un ciclo que contenga a la arista ej, por lo que G — e; es una grafica inconexa. Por
ejemplo, no existe una trayectoria entre los dos vértices en rojo.

b) Existe un ciclo entre los vértices en verde tal que contenga a la arista es, por lo que G — es es
conexa.

5. Lema. Si G es una grafica y P es un paseo cerrado de G, entonces existe una particiéon de E(P)
digamos {E1, ..., E,}, tal que Vi € {1,...,n} se tiene que P[FE;] es un ciclo.

6. Lema. Sean G una gréfica, Hy, ..., H; las componentes conexas de G e i # j. Los siguientes
enunciados se satisfacen:

a) V(H;)NV(Hj) =
b) E(H;)NE(H;) =
¢) No existen V(H;)V (H;)—aristas en G.
d) V(@) =S, [V(H)
E(G)] = Y, | B(H)]

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica con las componentes conexas Hy, Ha, Hy vy Hy que
son pares de conjuntos de vértices y aristas coloreadas de verde, amarillo, rojo y azul, respectivamente.

0
0

e

_ — O T

Observamos que se cumplen los resultados del
lema 6:

a) Claramente V(H;) NV (H;) =10
O b) Evidentemente E(H;) N E(H,;) =0
O c) No existen V(H;)V(H;)—aristas en G,
por consecuencia directa del punto 2.
O [D® om0 riaare -
Zz 1 |V( )l

) IEG)] = 8 = 04+ 1+3+4 =
S [B(H:)
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10.
11.

Lema. Sea G una grafica. G es conexa si y s6lo si para todo par de vértices en V(G), digamos
u'y v, existe una uv—trayectoria en G.

Teorema. G es conexa si y sélo si para toda biparticién de V(G), digamos {U,V'}, existe una
UV — arista en G. Es decir, existen v € U y v € V tales que uwv € E(G).

Lema. Sea GG una grafica conexa. Entonces dg es una métrica para G.
Lema. Sea GG una gréafica y T' una geodésica en GG. Todo subcamino de T es una geodésica.

Teorema (Caracterizacién de graficas bipartitas). Sean G una gréfica conexa no trivial.
G es bipartita si y solo si G no tiene ciclos de longuitud impar.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

S

G Biparticién para G, Gry Cy Sin posible biparticién

Observamos que se cumple el teorema 11:

a) G, es aciclica, en particular no tiene ciclos de longitud impar. Por lo tanto es bipartita.

b) G tiene el ciclo Cj, de longitud impar (A(C,) = |[V(C,)| —1 = 6 — 1 = 5). Observamos que es

3.3.

. Sean H < G y u,v € V(H). Demuestra que si existe un uv—camino en H, entonces ese mismo

imposible una biparticién para Gy

Ejercicios

camino también existe en G. ;Es cierto el reciproco? Justifica tu respuesta.

Sea ~¢ la relacién en V(G) definida como z ~¢ y si y sélo si existe un zy — camino en G.
Demuestra que ~¢ es una relacion de equivalencia.

Sea G una gréfica tal que existen dos xy—trayectorias internamente disjuntas (es decir, no com-
parten vértices internos). Demuestra que G contiene un ciclo.

Sean Cy y Cy dos ciclos distintos en una grafica tal que F(Cy) N E(C2) # (). Demuestra que
la diferencia simétrica E(C1AC3) (las aristas que estan en C; o Cy pero no en ambos) es un
conjunto con ciclos en los que ningun ciclo comparte aristas con otro.

Sea G es una gréfica conexa. Demostrar que rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Sean C'; una uv—trayectoria y Co una vw—trayectoria en una grafica G. Demuestra que Cy U Cy
contiene una uww—trayectoria.

Sean Gy H dos graficas conexas no ajenas (por vértices). Demuestra que su unién es una grafica
conexa.
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8. Dada una grifica G y v € V(G), decimos que v es un vértice de corte en G si G — v tiene més
componentes conexas que G.
Ejemplo. Los vértices coloreados en rojo son todos los posibles vértices de corte para sus res-
pectivas graficas:

(G—wv1)—v3 no tiene vérti-
G G — v ces de corte. G —vs

Demuestra que v es un vértice de corte si y sélo si existen vértices x y y distintos de v tales que
toda zy—trayectoria pasa por v.

9. Dada una grafica Gy e € E(G), decimos que e es un puente en G si G —e tiene mds componentes
conexas que G.
Ejemplo. Las aristas coloreadas en rojo son todos los posibles puentes para sus respectivas

graficas:
€
€ :‘
(G—e1)—e2 no tiene puen-
G —e1 — e tes

Demuestra que e es un puente si y sélo si existen vértices z y y distintos tales que toda
ry—trayectoria pasa por e.

10. Sea G una gréafica y e € E(G). Demuestra que e es un puente [ver definicién de un puente en
ejercicio 3.3.9.] si y sélo si e no pertenece a ningun ciclo en G.

11. Sea G un gréfica con k componentes conexas, {Cual es el minimo de aristas que debemos agregar
a GG para que sea conexa?

12. Sea C' = (vg,v1,...,v,) Una vou,—geodésica en una grifica G. Demuestra que para cualquier
pareja {7, j} con 0 <1i < j <mn, el subcamino (v;, vit1,...,v;) €s una v;v;— geodésica.
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3.4. Algoritmo de busqueda BFS y DFS

El algoritmo de busqueda en anchura BFS - Breadth First Search sirve para recorrer la grafica
a lo ancho, de nivel a nivel. Requerimos una gréafica conexa G, un vértice inicial, una lista de vértices
visitados y una cola Q:

1. Iniciamos con R =0 = Q.

2. Se agrega el vértice inicial a Q.

3. Se retira el primer vértice de @, digamos x y se agrega a R.

4. Los vértices en N(x) que no estén en @ ni en R se agregan a Q.

5. Repetimos los pasos 3 y 4 hasta que Q = 0.

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréafica y apliquemos el algoritmo BFS.

: Como @ # 0, entonces
1 Q = [va,v5,v6] ¥
{v1,v2,v3}

P5: Como @ # (), entonces @
P3: Q = [ug, 0] v
R = {1)17 Ug}

P5: Como @ # (), entonces P5: Como Q # 0, entonces @
P3: Q = ['U5,’U6,’U7] y P3: Q = [1)6,’07] Yy
R = {v1,v2,v3,v4} P4: Q = [vs,v6,v7] R = {v1,v2,v3,v4,05} P4: Q = [vs, v7, vs, V9]
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‘
A ' \ @ 2
P5: Como Q # 0, entonces \ P5: Como @ # 0, entonces

P3: Q = [vr,v8,v0] ¥ P3: Q = [vs,v9,112] ¥
R = {U17U27U37U47U57U6} P4 Q = [U77U87U97U12 R= {1)1,’[)2, . 1)7} P4 Q [1}371)971)12,’010

@ 2
A
@ 2
P5: Como @ # 0, entonces B 2 P5: Como Q # 0, entonces

P3: Q = [vg,v12,v10] ¥ P3: Q = [v12,v10,v11]
R = {1}171)27 .‘,’Ug} P4. Q 1)971)1271)10,’011 R = {1)1,’02,.. 1)9} P4. Q [1}1271)10,’011

P5: Como @ # 0, entonces i i P5: Como Q # 0, entonces i é

P3: Q [1)10,’!)11 P3: Q 1)11] y
R:{U17U27-~ U97U12} P4: Q UlO:'Ull] R= {'Uly-- U9,U127”U10} P4: Q [’011

e

P5: Como @ # (, entonces P5: Como @ = 0, entonces
P3:Q=0y hemos concluido el algorit-
R:{1)171)27..‘,1)12} P4. Q 0
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El algoritmo de busqueda en profundidad DFS - Depth First Search sirve para recorrer la
grafica en lo ”profundo”. Requerimos una gréafica conexa (G, un vértice inicial, una lista de vértices
visitados y una pila P:

1. Iniciamos con R = (j = P.

2. Se agrega el vértice inicial a P.

3. Se retira el Ultimo vértice de P, digamos x y se agrega a R.

4. Los vértices en N(x) que no estén en P ni en R se agregan a P.

5. Repetimos los pasos 3 y 4 hasta que P = ().

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréafica y apliquemos el algoritmo DFS.

Pasol: R=P =1 Paso 2: P = [v1] Paso 3: P=0y R={vi} Paso4: P = [v2,v3,v4]

P5: Como P # (), entonces P5: Como P # (), entonces
P3: P = [1)2,’03] Yy P3: P= [’Ug,’l}g] y
R= {U17U4} P4: P = [1)2,’03,1)8] R= {vl,v4,vs} P4: P = [Ug,vg]

P5: Como P # (), entonces P5: Como P # (), entonces
P3: P=[va] y P3: P = [va,v6] ¥
R = {U17U47U87U3} P4: P = [U27U67U7] R = {1}17’04,’1}87’037’07} P4: P = [U27U67U11«'U12]
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P5: Como P # 0, entonces P3: P = [vg, v6]
P3: P = [v2,v6,v11] ¥ R

V2
v @
vV @
© W
IR v @
2 P5: Como P 75 (Z) entonces (V9 2

R = {v1,v4, v8,v3,07,v12} P4: P = [112,1)6,1)11 {v17v47vg7v37v77v12,v11} P4: P = [v2, vé]
(V)
) V2
CERZ @ W W
P5: Como P # (), entonces (V9 2 P5: Como P # (), entonces (V9 2
P3: P =[va] y P3: P=0y
R = R
{'U1,'U3,'U4,’U6,U7,'Us,’v11,1)12} P4: P = [112] {1)1,.. 'U4,’U6,'U7,'U8,’U11,'012} P4: P =
© W
(V9 2 P5: Como P # (), entonces (9
P5: Como P # (), entonces P3: P=[v]y
P3:P=0y R
R ={v1,...,vs,v11,v12} P4: P = [vg, v10] {017-~-,118,U10,v117v12} P4: P =

P5: Como P # (), entonces i P5: Como P = (), entonces

P3:P=0y hemos concluido el algorit-
R:{Uh...,’ulz} P4 P (D
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