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4. Arboles

4.1. Definiciones
4.1.1. Arbol, bosque y hoja

Sean G una grafica:

1. Si G es una gréfica aciclica, diremos que G es un bosque.

2. Diremos que G es un arbol si es conexa y aciclica.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

G, es un bosque. Gy es un arbol. G es un arbol.

3. Si G es un bosque. Un vértice de G es una hoja de G si dg(x) = 1.

Ejemplo. Consideremos los siguientes arboles, los vértices coloreados en verde son sus respectivas
hojas:
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4.1.2. Arboles generadores

Sean Gy H dos graficas. Diremos que H es un arbol generador de G si H es un arbol y H es
una subgréfica generadora de G.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

\ V3 Va V7,

W—CWI\ W Y @—wm O

G Gy

Observamos que Gy es un drbol, Gy, < G, v V(Gy) = V(G,), por lo que diremos que G} es un
arbol generador de G,,.

4.2. Resultados importantes

1. Teorema. Sea GG una grafica. G es conexa si y s6lo si G tiene un arbol generador.
2. Lema. Si GG es un arbol no trivial, entonces G tiene al menos dos hojas.

3. Lema. Si G es una grafica conexa no trivial, entonces G contiene dos vértices, digamos u y v,
tales que G — u y G — v son conexas.

4. Corolario. Si G es un arbol y = es una hoja de G, entonces G — = es un arbol.

Ejemplo. Consideremos el siguiente arbol:
Observamos que se cumplen los resultados:
Teorema 1. Como la grafica es conexa (por ser

un drbol), tiene un drbol generador, la misma
grafica.

Lema 2. Los vértices en verde son dos hojas
para el arbol

Lema 3 y Corolario 4. Claramente si quitamos

los vértices en verde (hojas), la grifica resul-
tante es atn conexa (arbol).
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5.

Corolario. Si G es un bosque con k componentes conexas, entonces |E(G)| = |V (G)| — k.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica con las componentes conexas Hy, Hy y H3 que son
pares de conjuntos de vértices y aristas coloreadas de verde, amarillo y azul, respectivamente:

10.

4.3.

10.

o o O
O O Observamos que se cumple el corolario 4:
® ® o
O O IB(G) =9=12—3=|V(G) — k

o

Corolario. Si G es una grafica conexa, entonces |E(G)| > |[V(G)| — 1.

Teorema. G es un arbol si y sélo si para cualquier par de vértices de G, digamos u y v, existe
una unica uv — trayectoria en G.

Proposicion. Sea G una graficay {u,v} C V(G). Si T} y T» son dos uv — trayectorias distintas,
entonces GG contiene un ciclo.

Teorema de (Caracterizacién de arboles). Sea G una grafica. Los siguientes son equivalentes:
a) G es un drbol
b) G esconexay |E(G)| =|V(G)| -1
¢) G es aciclicay |[E(G)| =|V(G)| -1

Corolario. Si G es una gréfica conexa y |E(G)| > |V(G)| — 1, entonces G tiene al menos un
ciclo.

Ejercicios

. Sea G una gréfica conexa donde 6(G) > 2. Demuestra que G contiene un ciclo.

Sea G un 4rbol y v € V(G). Demuestra que v es un vértice de corte [ver definicién de vértice de
corte en ejercicio 3.3.9.] si y sélo si §(v) > 2.

Sea G una gréfica conexa. Demuestra que G en un drbol si y sélo si toda arista es un puente [ver
definicién de un puente en ejercicio 3.3.9.].

Sea G un arbol. Demuestra que eliminando sucesivamente cada hoja llegamos siempre a la grafica
singleton.

Sea G un arbol y v un vértice de grado k. Demuestra que G tiene al menos k hojas.

Sea T un arbol generador de una grafica conexa GG, y sea e una arista en G que no esta en 7.
Demuestra que T + e contiene un unico ciclo.

Demuestra que todo arbol es una grafica bipartita.
Demuestra que todo arbol tiene un centro que consiste de uno o dos vértices adyacentes.

Sea G una gréfica conexa y e € E(G). Demuestra que e estd en cada arbol generador de G si y
sélo si e es un puente de G [ver definicién de un puente en ejercicio 3.3.9.].

Demuestra que el complemento de un arbol no trivial es (es decir, con al menos dos vértices), o
conexo, o consta de un vértice aislado y una subgrafica completa.
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4.4. Algoritmo de Kruskal

El algoritmo de Kruskal sirve para generar un arbol generador de peso minimo. Requerimos una
grafica conexa G, una funcién de peso en las aristas, digamos w : E(G) — R* y una lista de aristas
en GG, digamos L, tal que este ordenada por peso de manera ascendente:

1. Iniciamos con una gréfica vacia, digamos H, tal que V(H) = V(G).
2. Sea « la primera arista en L, entonces:

a) Si H + a es aciclica, entonces descartamos « de L y hacemos H = H + a.

b) Si H + « tiene un ciclo, entonces solo descartamos « de L.
3. Repetimos el paso 2 hasta que |E(H)| = |V(H)| — 1.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica conexa con peso en sus aristas y apliquemos el algo-
ritmo de Kruskal.

)

P2: H +wv3vs es aciclica, entonces

Pl: H talque V(H)=V(G) L =[vivs,v1vs,...,0708] ¥ P3: Como |E(H)] = 1 # 8 =
yEMH)=10 H = H + v3vs |V(H)| — 1, repetimos el paso 2.
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P2: H +vyvs es aciclica, entonces P2: H + wvivs tiene el ciclo P2: H4wviv7 es aciclica, entonces

L = [vivs,v107,...,0708] ¥ (v1vs,3 U5, V5V1 ), entonces L = [v1va,vavs, . .., v708] ¥
H:H+Ul”03 L= [U11)7,1)1U2,...,U7”U8] H:H+'Ul'l)7
P3: 2 # 8 y repetimos P2. P3: 2 # 8 y repetimos P2. P3: 3 # 8 y repetimos P2.

P2: H +v,v2 es aciclica, entonces P2: H + vovg es aciclica, entonces P2: H 4+ wvgvg es aciclica, entonces

L= [vgvg,vgvg,...,wvs] y L= [Usvg,vlm,...,vws] y L= [111114,’071)4,...,'[)71)8] y
H=H + v1v2 H = H + vavg H = H + vgvg
P3: 4 # 8 y repetimos P2. P3: 5 # 8 y repetimos P2. P3: 6 # 8 y repetimos P2.

P2: H +v1v4 es aciclica, entonces P2: H + wvrvs tiene el ciclo P2: H + wavs tiene el ciclo

L = [v7va, vavs, . ..,v708] ¥ (v1v4,4 V7, v7V1), entonces (v1v3, v3Vs5, V5V4, V4V1 ), entonces
H:H+01”U4 L= [”U4'U5,’U7'U6,...,”U7”U8] L= [”U7”U6,’U3”U9,...,'U7”Ug]
P3: 7 # 8 y repetimos P2. P3: 7 # 8 y repetimos P2. P3: 7 # 8 y repetimos P2.
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P2: H +wv3vg es aciclica, entonces
L = [v2v3,v50, . .., U708] ¥
P2: H + wvsvs tiene el ciclo H = H + v3vg

(vive, v2ve, veU7.U7V1), entonces P3: Como |E(H)] = 8 =
L = [v3vg, vavs, . .., v7Vs] |V(H)| — 1, entonces hemos con-
P3: 7 # 8 y repetimos P2. cluido el algoritmo.
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