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5. Recorridos en graficas

5.1. Definiciones
5.1.1. Paseos eulerianos y graficas eulerianas
Sea G una grafica y P un paseo.

1. Decimos que P es un paseo euleriano abierto de G si E(G) = E(P) y su vértice inicial y final
son distintos.

2. Decimos que P es un paseo euleriano cerrado (o ciclo euleriano) de G si E(G) = E(P) y
su vértice inicial y final son el mismo.

3. Decimos que G es euleriana si tiene un paseo euleriano cerrado.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y paseos:

Ge

(a) P, = (v1,v9,v3,v4, 05,01, 03,5, V2, 04,v1) cumple que E(G,) = E(P,), es decir, P, un paseo
euleriano cerrado. Por lo tanto G, es un grafica euleriana.

(b) Py = (v1,v12,V2, V11, V4, V13, Us, Vg, V14, V4, Us, V11, V14, V2, Ug, Ug, V9, U7, Ua, V10, V1, U, U7, Us, U3, U7, V10, V12, V11)
cumple que E(Gy) = E(Py), es decir, P, un paseo euleriano.

(¢) P. = (v1,vs,ve,v4, Vs, U2, V3, Vg, U2,01,03) cumple que E(G.) = E(P.), es decir, P. un paseo
euleriano.



5.1.2. Trayectorias hamiltonianas, ciclos hamiltonianos y gréaficas hamiltonianas

Sea G una grafica no trivial, T un trayectoria de G y C un ciclo de G.
1. Decimos que T es una trayectoria hamiltoniana si V(T') = V(G).

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y trayectorias:

® &

(a) T, = (vg,vs,v7,v10,V4,V3, V2,01, V5, 06) cumple que V(G,) = V(T,), es decir, T, es una trayec-
toria hamiltoniana.

(b) Ty, = (vs,v7,vs, Vs, V4, Vg, V2, V1, v3) cumple que V(Gy) = V(T}), es decir, T es una trayectoria
hamiltoniana.

(¢) T. = (v1,v4,v6,v3, V5, v2) cumple que V(G,) = V(T,), es decir, T, es una trayectoria hamilto-
niana.
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2.
3.

Decimos que C' es un ciclo hamiltoniano si V(C) = V(G).

Decimos que G es una grafica hamiltoniana si tiene al menos un ciclo hamiltoniano.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y ciclos:

(a)

5.2.

Ca = (Ug, V4, V7, V10, V6, Us, U2, V13, V9, V12, V1, US, Ulla U3) Cumple que V(Ga) = V(Ca)7 €s deCiI‘, Ca
es un ciclo hamiltoniano.

Hemos encontrado al menos un ciclo hamiltoniano para G,, por lo tanto G, es un grafica hamil-
toniana.

Cy = (vg,v3,vg,vg,V1, V4, V7,05, 02,09) cumple que V(Gy) = V(Cy), es decir, Cy es un ciclo
hamiltoniano.

Hemos encontrado al menos un ciclo hamiltoniano para Gy, por lo tanto Gy es un grafica hamil-
toniana.

C. = (v1,v2,v4, 05,03, 07,06,v1) cumple que V(G,.) = V(C,), es decir, C. es un ciclo hamilto-
niano.

Hemos encontrado al menos un ciclo hamiltoniano para G, por lo tanto G, es un grafica hamil-
toniana.

Resultados importantes

Lema. Sean G una grifica, P un paseo de G y H = G[E(P)]. Entonces:

a) Si P es cerrado, entonces todo vértice en P tiene grado par en H.

b) Si P es abierto, entonces todo vértice interno de P es de grado par en H vy, los vértices
inicial y final de P tienen grado impar en H.

Lema. Sea G una grafica conexa no trivial tal que todo vértice de G tiene grado par y sea x
un vértice arbitrario. Si P es un paseo en GG cuyo vértice inicial es x y es de longitud méxima,
entonces P es cerrado.

Lema. Sea G una grifica y P un paseo cerrado de G, entonces existe una particién de E(P),
digamos {E1, ..., E,}, tal que para cada i € {1,...,n} se tiene que P[E;] es un ciclo.

Teorema de Euler. Sea GG una grafica conexa no trivial. G es euleriana si y sélo si todo vértice
de G tiene grado par.
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Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica G y paseo P (siguiendo la numeracién de aristas):
Observamos que se cumplen los resultados:

Lema 3. Una particién de FE(P) =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} es {Ey, B, 5}
con By = {3,4,5}, B2 = {2,6,7} y
Es = {1,8,9,10}. Claramente P[E;] es
un ciclo para cada i € {1,2,3}

Teorema de Euler. Cada vértice de G tiene
grado par y existe P un ciclo euleriano de G.

5. Corolario. Sea G una grafica conexa no trivial. G tiene un paseo euleriano abierto si y sélo si
G tiene exactamente dos vértices de grado impar.

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréifica G y paseo P (siguiendo la numeracién de aristas):

Observamos que se cumple el corolario 5:

P es un paseo euleriano abierto y G solo tiene
dos vértices de grado impar (los dos vértices
coloreados de azul).

6. Teorema de Bondy-Chvéatal. Sean G una grafica con al menos tres vértices y dos vértices
no adyacentes, digamos u y v, tales que dg(u) + dg(v) > |[V(G)|. G es hamiltoniana si y sélo si
G + uv es hamiltoniana.

7. Teorema de Ore 1. Sea G una grafica con al menos tres vértices. Si para cualquier par de
vértices no adyacentes de G, digamos u y v, se satisface que dg(u) + dg(v) > |V(G)|, entonces
G es hamiltoniana.

8. Teorema de Ore 2. Sea GG una grafica con al menos tres vértices. Si para cualquier par de
vértices no adyacentes de G, digamos u y v, se satisface que dg(u) +dg(v) > |V(G)|—1, entonces
G tiene una trayectoria hamiltoniana.
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9.

Teorema de Dirac. Sea G una gréfica con al menos tres vértices. Si para cualquier vértice de
G, digamos v, se cumple que dg(z) > m, entonces G es hamiltoniana.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica G y ciclo C (siguiendo la aristas coloreadas de azul):

5.3.
1.

2.

Observamos que se cumple el teorema de Di-
rac:

G es una grafica tal que todos sus vértices tiene
grado mayor que Lf)‘ = % = 4.5, Entonces
existe C' un ciclo hamiltoniano y por lo tanto

G es una grafica hamiltoniana.

Ejercicios
Sean Gy H dos graficas eulerianas de orden par. Entonces G + H es euleriana.

Sea G una gréafica conexa y P un paseo abierto de longitud maxima. Demuestra que los vértices
inicial y final de P no pueden tener vecinos que no estén en P.

Sea GG una grafica euleriana. Demuestra que la L(G) también es euleriana.
Demuestra que K,, es hamiltoniana para toda n > 3.

Sea GG una gréfica hamiltoniana y S C V(G) no vacio. Demuestra que el ntimero de componentes
conexas de G — S es menor o igual que |S|.

Demuestra que ninguna grafica con un vértice de corte puede ser hamiltoniana. [ver definicién
de vértice de corte en ejercicio 3.3.9.].

Sea GG una grafica bipartita con particiones de tamafios n y m. Demuestra que si G es hamilto-
niana, entonces m = n.

Sea G una grafica r—regular conexa de tamano n > 3.

a) {Bajo que condicién para r, G es hamiltoniana?
b) ;Bajo que condicién para r, G es euleriana?

¢) (Bajo que condicién para r, G no puede tener un paseo euleriano abierto?
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5.4. Algoritmo de Fleury

Para el algoritmo de Fleury para ciclos eulerianos requerimos una grafica conexa no trivial G
tal que todos sus vértices tienen grado par, y una lista C' donde iremos construyendo el ciclo euleriano.

1. Iniciamos con una grafica, digamos H, tal que H = G.
2. Tomamos un vértice cualquiera de V(H) y lo agregamos a C.
3. Mientras E(H) # 0:

a) Sea z el ultimo elemento agregado a C. Seleccionamos un vecino de z, digamos y, tal que
xy no sea un puente para H, a menos que y sea ¢l unico vecino de x en H [ver definicion
de un puente en ejercicio 3.3.9.].

b) Hacemos H = H — zy y agregamos y a C.
4. Si E(H) = () terminamos el algoritmo y obtenemos C un ciclo euleriano para G.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica GG, conexa no trivial tal que todos sus vértices tienen
grado par. Apliquemos el algoritmo de Fleury para ciclos eulerianos.

E(H) # 0. P3 : viv2 no es un
puente para H. Luego H = H —
Paso 1: H tal que H =G Paso 2 : C = (v1) vive y C = (v1,v2)
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Como E(H) # 0. P3 : vav3 no es Como E(H) # (0. P3 : vav1 es un Como E(H) # (. P3 : v4vs no es

un puente para H. Luego puente para H, pero no es el ini- un puente para H. Luego
H = H — vavs co vecino de vg en H, entonces H = H — vavs
y C = (v1,v2,v4) elegimos otro. y C = (v1,v2,v4,v8)

E(H) # 0. P3 : vgvr es un puente E(H) # 0. P3 : vrvg no es un E(H) # (0. P3 : vgvs no es un

para H, pero v7 es el tinico vecino puente para H. Luego puente para H. Luego
de vg en H. Luego H = H —vsvy H = H — vyvg H = H — vgvs
y C = (v1,v2,v4,vs,v7) y C = (v1,v2,v4,v8,v7, V) y C = (v1,v2,v4, 8,7, V6, V5)

E(H) # 0. P3 : vsvs no es un E(H) # 0. P3 : v3v2 no es un E(H) # 0. P3 : vovs es un puente

puente para H. Luego puente para H. Luego para H, pero vs es el tinico vecino
H = H — vsvs H = H — v3v2 de v2 en H. Luego H = H — vaus
y C = (v1,v2,v4,v8,v7,06,05,v3) y C = C U (z3,22) y C=CU(x2,25)
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E(H) # 0. P3 : vsv7 no es un E(H) # (. P3: v7vs es un puente E(H) # 0. P3 : v4v1 es un puente

puente para H. Luego para H, pero v4 es el Uinico vecino para H, pero no es el tnico ve-
H = H — vsvr de v7 en H. Luego H = H — v7v4 cino de va en H, entonces elegi-
y C=CU(xs5,27) y C=CU(x7,24) mos otro.

® ® ®

Q )
® ® ® ® ® ®

E(H) # 0. P3 : vavs no es un E(H) # (. P3 : v3vs es un puente F(H) # 0. P3 : vgvs es un puente

puente para H. Luego para H, pero vg es el Uinico vecino para H, pero vy es el iinico vecino
H = H — v4v3 de vz en H. Luego H = H — v3vs de vg en H. Luego H = H — vgv4
y C =CU (z4,23) y C=CU(x3,x6) y C =CU (x6,x4)

®

® ®

E(H) # 0. P3 : v4v1 es un puente @ @

para H, pero v es el Uinico vecino
de vs en H. Luego H = H —vsv1 E(H) = (. P4 : hemos concluido
y C=CU (z4,21) el algoritmo.

Entonces un ciclo euleriano para G es:

C= (Ul,U27U4,’US,’U7,’U6,U5,U3,’UQ,’U5,’U7,U4,U3,U6,’U4,’U1)
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Para el algoritmo de Fleury para paseos eulerianos abiertos requerimos una grafica conexa
no trivial G tal que tiene exactamente dos vértices de grado impar, y una lista P donde iremos
construyendo el ciclo euleriano.

1. Iniciamos con una gréafica, digamos H, tal que H = G.
2. Tomamos un vértice de grado impar en V(H) y lo agregamos a P.
3. Mientras E(H) # {:

a) Sea x el ultimo elemento agregado a P. Seleccionamos un vecino de z, digamos y, tal que
xy no sea un puente para H, a menos que y sea el tinico vecino de x en H [ver definicién
de un puente en ejercicio 3.3.9.].

b) Hacemos H = H — xy y agregamos y a P.
4. Si E(H) = { terminamos el algoritmo y obtenemos P un paseo euleriano abierto para G.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica GG, conexa no trivial tal que tiene exactamente dos
vértices de grado impar {v4, v7}. Apliquemos el algoritmo de Fleury para paseos eulerianos abiertos.

(H) # 0. P3 : v4vs no es un
puente para H. Luego
Paso1: H tal que H =G Paso 2 : P = (v4) H=H —vvsy P=(va,05)
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Como E(H) # 0. P3 : vsvs no es Como E(H) # 0. P3 : vgvr no es Como E(H) # (. P3 : v7v2 no es

un puente para H. Luego un puente para H. Luego un puente para H. Luego
H:H—Usve H:H—’Ua’l}7 HZH—’U71}2
y P = (va,vs,v6) y P = (vs,vs,v6,07) y P = (v4,vs,v6,07,02)

W)

Como E(H) # 0. P3 : vav1 no es E(H) # (. P3 : v1v3 es un puente Como E(H) # 0. P3 : v3vs no es

un puente para H. Luego para H, pero vs es el tinico vecino un puente para H. Luego
H=H — v de v1 en H. Luego H = H —vivs H = H — v3vg
y P = (va,vs,v6,v7,v2,v1) y P=PU(z1,x3) y P=PU(x3,x6)

©@ @

E(H) # 0. P3 : vev2 es un puente E(H) # (. P3 : vavs es un puente Como E(H) # (0. P3 : vavs no es
para H, pero vz es el Uinico vecino para H, pero no es el dnico ve- un puente para H. Luego

de vg en H. Luego H = H —vgv2 cino de vz en H, entonces elegi- H = H — vavs

y P=PU(zg,z2) mos otro. y P=PU(z2,23)
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E(H) # 0. P3 : vsvs es un puente E(H) # (). P3 : vsv2 es un puente E(H) # 0. P3 : vov4 es un puente
para H, pero vs es el inico vecino para H, pero vs es el inico vecino para H, pero vy es el tinico vecino
de vz en H. Luego H = H —v3vs de vs en H. Luego H = H — vsv2 de v2 en H. Luego H = H — vavs
y P=PU(x3,25) y P=PU(x5,22) y P=PU(x2,24)

© ®
© @
® @ .

®)

© @)
E(H) # 0. P3 : vav7 es un puente @

para H, pero v7 es el tnico vecino
de vs en H. Luego H = H —vsv7 E(H) = (. P4 : hemos concluido
y P=PU(z4,27) el algoritmo.

Entonces un paseo euleriano abierto para G es:

P = ('U471)577)6;'U77'U271)177)37UG7'U2;'U37'U571)27v4;v7)
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