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6. Apareamientos en graficas y coloraciéon por aristas

6.1. Definiciones

6.1.1. Apareamiento, apareado y saturado

Sean G una grafica y M C E(G):

1. Diremos que M es un apareamiento de G si cualesquiera dos aristas distintas de M, no com-
parten extremos.

2. Si M es un apareamiento de G, uv = e € M, i.e. u y v son extremos de la arista e, entonces
diremos que u y v estan M — apareados.

3. Sea M es un apareamiento de G y « € V(G). Diremos que x es M — saturado si x es un vértice
extremo de alguna arista de M. Si es necesario especificar la arista de la que es extremo =,
digamos e, entonces diremos que z es M — saturado por e.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y conjuntos de aristas:

Vs, Vs

V7 \Z

Vs V3

Ga

(a) M, = (v1v2,vsv3,0705) C E(G,) y cumple que cualesquiera dos aristas distintas no comparten
extremos, por lo tanto M, es un apareamiento de G,.

Como vyvs € M,, entonces decimos que vy y vo estan M,—apareados. De igual modo vg y v3
estan M,—apareados, y v7 y vs estan M,—apareados.

Ademsds diremos que vy, va, vg, V3, U7 ¥ U5 son M,—saturados.
(b) My, = (vivs, v2v3, V9v10, V6T, V4vs) C E(Gp) y cumple que cualesquiera dos aristas distintas no
comparten extremos, por lo tanto M, es un apareamiento de Gy.

Como vivs € My, entonces decimos que v; y vs estan Mp—apareados. De igual modo vy y vs
estan Mp—apareados, vg y vy estan M, —apareados, vg y v1g estan Mp—apareados, vg y v7 estan
My,—apareados, y vy v vg estan My —apareados.

Ademds diremos que todos los vértices en V(G}) son My —saturados.
(¢) M. = (vavs, v5v6, U709, V4Vs, V19v11) C E(G,) v cumple que cualesquiera dos aristas distintas no
comparten extremos, por lo tanto M, es un apareamiento de G..

Como vovg € M., entonces decimos que vo y vz estan M.—apareados. De igual modo v5 y vg
estan M.—apareados, v7 y vg estan M.—apareados, vy y vg estdn M.—apareados, y vig y v11
estan M.—apareados.

Ademads diremos que vs, v3, v5, Vg, U7, Vg, Vg, Ug, V19 ¥ V11 son M.—saturados.
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6.1.2. Apareamiento: Maximal, Maximo y Perfecto

Sean G una grafica y M C E(G) un apareamiento de G.

1. Decimos que M es un apareamiento maximal si para cada apareamiento N de G tal que
M C N, se satisface que M = N.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y apareamientos:

V7 V3

Ga Ge

(a) M, = (viv7,v3v4), es evidente que para cualquier otro apareamiento, digamos N, tal que M, C
N, debe suceder que M, = N,, debido a que todos los vértices en G, que no estan M, —saturados
(vg, vssaturados y vg) tienen a todos ssaturados vecinos M,—saturados, es decir no es posible
agregar una arista mas a M, de tal forma que siga siendo un apareamiento. Por lo tanto M, es
un apareamiento maximal.

(b) M, = (vivy4, v2vg, v3Vs5), claramente M, es maximal, debido a que satura a todos los vértices de
la grafica Gjp.

(¢) M, = (v1v2,v5v6), NO €s un apareamiento maximal, ya que podemos considerar el apareamiento
N, = (v1va, v5v6,v304) 2 M., es decir, es posible “hacer mas grande” el apareamiento M..

2. Decimos que M es un apareamiento maximo si para cada apareamiento N de GG se tiene que
IN| < |M].

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y apareamientos:

(a) M, = (v1v7, 0203, V405, VgUs, Vg¥10), s evidente que cualquier otro apareamiento de G, digamos
N,, cumple que |N,| < |M,|, debido a que todos los vértices en G, estdn M,—saturados, por lo
que no es posbile agregar otra arista sin que esta no comparta comparta extremos con alguna
arista de M,. Por lo tanto M, e¢s un apareamiento maximo.
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(b) My = (v1v7,v9vg, V30s, V4Ug, V5V10 ), siguiendo el mismo razonamiento que en (a), M, es un apa-
reamiento maximo. Ademads, observamos que la G, = G, por lo que hemos encontrado dos
apareamientos maximos distintos para la misma grafica, y entonces un apareamiento maximo no
es estrictamente 1inico.

(¢) M. = (v1v7,v906, U304, V9v10), podemos verficar que no existe un apareamiento tal que su car-
dinalidad sea mayor que 4 = |M,| para la gréifica G.. Por lo tanto M3 es un apareamiento
maximo.

3. Diremos que M es un apareamiento perfecto si todo vértice de G es M — saturado.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y apareamientos:

(a) M, = (v1va, V308, V45, U709, V10 ), como todos los vértices de G, estdn M, — saturados, M, es
un apareamiento perfecto.

(b) My, = (v1v2, V304, VgU7, UsVs), como todos los vértices de Gy estan M, — saturados, My es un
apareamiento perfecto.

(c) Es evidente que una gréafica con una cantidad impar de vértices no puede tener un apareamiento
perfecto, por lo que no existe un apareamiento perfecto para G..
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6.1.3. M-alternante y M-aumentante

Sean G una grafica y M un apareamiento de G.

1. Una trayectoria T = (zg,...,x,) es M-alternante si y sélo si T alterna aristas de M y de
E(G) \M, ie Vie {O, e, — 2}(551'1'1’-{-1 EM = z;i41Tiy2 ¢ M)

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréafica G:

Apareamiento M Trayectoria Ty

Trayectoria T¢

(a) El apareamiento M son las aristas coloreadas de verde.

(b) Sea Ty la vqve-trayectoria formada por las aristas coloreadas de azul fuerte (estas pertenecen a
E(G)\ M) y las aristas coloreadas de cian (estas pertenecen a M). Como T} alterna aristas de
My E(G)\ M, T es una trayectorfa M —alternante.

(¢) Sea T. la vyve-trayectoria formada por las aristas coloreadas de azul fuerte (estas pertenecen a
E(G)\ M) y coloreada las aristas coloreadas de cian (estas pertenecen a M). Como dos aristas
consecutivas de T, pertenecen a E(G)\ M, T, no es una trayectorfa M —alternante.
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2. Una trayectoria en G es M-aumentante si es M —alternante y ademads sus vértices inicial y final
no son M —saturados.

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréfica G:

Trayectoria T

(a) El apareamiento M son las aristas coloreadas de verde y los vértices M-saturados también estén
coloreados de verde.

(b) Sea T la vqvs-trayectoria formada por las aristas coloreadas de azul fuerte (estas pertenecen a
E(G)\ M) y las aristas coloreadas de cian (estas pertenecen a M). Como T} alterna aristas de
M y E(G)\ M, T, es una trayectoria M —alternante. Ademds los vértices inicial y final de T} no
son M-saturados. Por lo tanto, T} es una trayectoria M —aumentante.
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(c) Sea T. la vzvr-trayectoria formada por las aristas coloreadas de azul fuerte (estas pertenecen a
E(G)\ M) y las aristas coloreadas de cian (estas pertenecen a M). Como T, alterna aristas de
My E(G)\ M, T, es una trayectoria M —alternante. Ademés los vértices inicial y final de T, no
son M-saturados. Por lo tanto T, es una trayectoria M —aumentante.

Observacion. Si M es un apareamiento de G y T es una trayectoria M —alternante, entonces todo
vértice interno de T es M —saturado por una arista en E(T) N M.

6.1.4. Diferencia simétrica

Sean A y B dos conjunto. La diferencia simétrica de A y B denotada por AAB, se define como
(AUB)\ (AN B). Notamos que (AUB)\ (ANB)=(A\B)U(B\ A).

A B

AADB

Diagrama de Venn para la diferencia simétrica

Sean G una gréfica, M y N dos apareamientos distintos de G. La grafica GIMAN] es la grifica
inducida por el conjunto de aristas M AN en G.
Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y apareamientos:

o ¥

9
V3

Ga y Ma Ga y Mb G[MQAM})]

Observacién. Si G un grafica, M y M’ dos apareamientos distintos de G. Toda trayectoria en
G[M AM'’] es una trayectoria M — altenante y M' — alternante en G.
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6.1.5. Coloracién por aristas

1. Dada una gréfica Gy un conjunto K’ # (), una coloracién por aristas en G es una funcién
C':EG) = K/,

2. a los elementos del conjunto K’ les llamaremos los colores de C’,

si |K’| = m, podemos hacer referencia a C’ como una m-coloracién por aristas en G

- w

y decimos que G es m-coloreable por aristas.

5. Si k € K', la clase cromatica de k en G, es el conjunto
(k) = {e€ E(G): C(e) = k}

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica G y el conjunto K’ = {amarillo, verde, aqua, azul,rojo}:

a) La funciéon ¢’ : E(G) — K da-

da por C’'[{es,eq,e6,e13}] = amarillo,
C'l{e1,es,es}] = verde, C'[{es,e11}] =
e1 €13 aqua, C'(e12) = azul y C'(e7) = rojo.

Es una coloracion de G.

e O
O €12 O (b) Los colores de C' son: amarillo, verde,

ei aqua, azul y rojo.

(¢) Como |K'| = 5, decimos que C’ es una
5-coloracion por aristas de G.

(d) G es 5-coloreable por aristas.

(e) o'

/

amarillo) = {ez, €4, €6, €13}
verde) = {e1, e3, es}

n'(
n'(
' (aqua) = {es, e11}
n'(
7'(

"(azul) = {e12}

rojo) = {er}

/

6.1.6. Indice cromético

Sea G un grafica y C’ una coloracién por aristas de G:

1. Si Vej,es € E(G) tales que e y es comparten un extremo, se cumple que C'(e;) # C'(es),
diremos que C’ es una coloracién por aristas propia en G.

Ejemplo. La siguiente gréfica tiene una coloracion por aristas propia:

—
<




2. Elindice cromético de G, es: ' (G) := min{k € N : G tiene una k—coloracién por aristas propia }
Es decir, es el menor ndmero de colores necesarios para tener una coloracién por aristas propia
en G.

3. Si C’ es una coloracién por aristas propia en G con x'(G) colores, diremos que C’ es una
X' —coloracién de G.

Ejemplo. Consideremos la siguiente gréifica G. Podemos verificar que x'(G) = 4, por lo que la
siguiente coloracién por aristas es una y’—coloracién de G:

O

6.2. Resultados importantes

1. Lema. Si GG es una grafica, todo apareamiento perfecto es apareamiento maximo y todo aparea-
miento maximo es apareamiento maximal.

2. Lema. Sean G un grafica y M un apareamiento de G. Si T es una trayectoria M —aumentante,
entonces T tiene longitud impar. Bajo estas suposiciones, si T tiene longitud n, entonces
(n—1)

|B(T) N M| =

3. Lema. Sean G una gréafica, M un apareamiento de G y P una trayectoria M —aumentante. Si
M’ = MAE(P), entonces M’ es un apareamiento de G y ademés |M'| = |[M|+ 1

4. Teorema de Berge. Sean G una grafica y M un apareamiento de G. M es maximo si y solo si
G no tiene trayectorias M —aumentantes.
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5. Lema. Si G es una grafica, M y M’ dos apareamientos distintos de GG, entonces toda componente
conexa de G[MAM'’] es un ciclo de longitud par o una trayectoria.

Ejemplo. Consideremos las siguiente graficas, y apareamientos:

YL

M, G[M A M)

Observamos que una componente conexa de G[M1AMs;] es un ciclo de longitud par y la otra
componente conexa es una trayectoria. Por lo tanto se cumple el lema 2.

6. Corolario. Toda grafica bipartita regular no vacia contiene un apareamiento perfecto.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica G y apareamiento M:

y Observamos que se cumple el corolario 6:
% G es una grafica bipartita 2—regular no vacia

y M es un apareamiento perfecto para G.
7. Teorema de Hall. Sea GG una grafica bipartita con biparticiéon {U, W} en conjuntos indepen-
dientes. Existe un apareamiento de G que sature a todos los vértices de U si y sélo si V.S C U se
satisface que |N[S]| > |S|.

8. Teorema de Vizing. Para toda grafica G.
A(G) < X'(G) < A(G) +1
Es decir, ' = A(G) 6 X'(G) = A(G) + 1.

Nota. Por el teorema anterior, en estos contextos, dada una grafica GG, decimos que es de clase 1
six' = A(G) ode clase 2si ¥ = A(G) +1
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6.3. Ejercicios

1. Demuestra que toda grafica no vacia tiene un apareamiento. Ademds bajo estas condiciones,
demuestra que toda grafica tiene al menos un apareamiento maximal y al menos un apareamiento
maximo.

2. Sea GG una grafica y M es un apareamiento de G Demuestra que |M| < %

3. Sea G una grafica bipartita con biparticién {U, W} en conjuntos independientes. ;{Bajo que
condiciones existe un apareamiento de G que sature a todos los vértices de U?

4. Demuestra que un arbol tiene, como maximo, un apareamiento perfecto.

5. (Es posible cubrir completamente utilizando tnicamente rectangulos de dimensiones 1x2, un
cuadrado de 8x8 al que se le han quitado dos de sus esquinas opuestas (1x1)?

Problema del tablero de ajedrez mutilado

6. ;Cuadl es el indice cromatico de una grafica que es un ciclo con n vértices?
7. Sean € N*. Encuentra la clase de las siguientes gréficas:

a) P, (trayectoria de n vértices).

b) W, (rueda con n vértices en el ciclo exterior).
¢) Qs (cubo tridimensional).
)

d) Cy (ciclo de n vértices).

Ejemplos:

R\

<y

Py Wr Q3 Cs

8. Demuestra que x'(Ky m) = maz{m,n}
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6.4. Algoritmo hiungaro

El algoritmo hingaro encuentra un apareamiento 6ptimo dada una grafica conexa con al menos
un apareamiento. Requerimos una grafica bipartita G, con biparticion en conjuntos independientes
{U,V}, un apareamiento arbitrario de G, digamos M, y dos conjuntos R y S vacios.

1. a)
b)

Si todo vértice de U es M —saturado, termina el algoritmo.

Si existe un vértice de U que no sea M —saturado, digamos z, consideramos S = SU{z} y
procedemos al siguiente paso.

Si N(S) = R, por el teorema de Hall, no existe un apareamiento que sature a todos los
vértices de U y termina el algoritmo.

Si N(S) # R, consideramos y € N(S) \ R y procedemos al siguiente paso.

Si y es M —saturado, consideramos yz € M, es decir y y z estan M —apareados. Hacemos
S=SU{z} y R=RU{y} y regresamos al paso 2.

Si y no es M —saturado, entonces existe una xy—trayectoria M —aumentante, digamos 7.
Hacemos M = MAE(T) y regresamos al paso 1.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grifica G, con biparticién {U,V'}, donde U = {vy,v3, vs, vr}
y V = {v2,v4,v6,v8}, y €l apareamiento M = {vjva, vsvs}. Apliquemos el algoritmo hungaro.

V7, Vs
/ ’ ://
///Y i /
Vi va) Vi V) Wi &
\Z/ Ve (V7 Ve \Z/ Ve

P1:vs € U no estda M —saturado. P2 : Como
Hacemos S = QU {vs} = {vs}

N(S) ={vz,va,06} #0=R

P2 : Consideramos
ve € N(S)\ R = {ve,vs,v6}



Vs,

Ve

Ve

P3 : vg no estd M —saturado.

Consideramos T = (v3,vs) P3 : Hacemos M = MAE(T)  Pl:v7 € U no estd M —saturado.

que es una wvsvg—trayectoria = {v1v2, vsvs}A{vzve} Hacemos S = {vs} U {v7}
M —aumentante. = {v1v2, v5vs, V36 } = {v3,vr}
V \; V
\Z) V4 Va,
Vs Vs Vs
Ve Ve Vs
P2 : Como P2 : Consideramos P3 : vy estd M —saturado por
N(S) = {U2,U4,U6,U8} #0=R wv € N(S)\R= {’02,”04,”06,”03} V2V1.
V V
V
V4 V4
V4
Vs Vs
Vs
Ve Vs,
Ve
P3 : Hacemos S = S U {v1} P2 : Como

= {'U3,7J7,7J1} yR=0U {’02}

N(S) = {v2,v4,v6,v8} # {v2} = P2 : Consideramos
= {’Uz} R

vg € N(S)\ T = {va, ve,vs}
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V; V;
Vs,
V4 V4
Vs
Vs V8
Ve
Ve Vs
P2 : Como N(S) =
P3 : vg estd M—saturado por P3: Hacemos S = {vs,v7,v1,vs5} {v2,v4, v6,v8}
VU5 y R ={va,vs} # {v2,vs} =R
V.
V;
L V4
Va
V.
> Vs
Vs
Vi
& Ve
P3 : v4s no estd M —saturado. Ve
Ve Consideramos
T = (v7,v2,v1,vs8,v5,v4) P3 : Hacemos M = MAE(T) =
P2 : Consideramos que es una vrvg—trayectoria {viva, vsvs, v3vs }A{vrv2, V2V, V18, Va5, V5V4 }
vg € N(S)\ T = {v4, v6} M —aumentante. = {v1vs, V7V2, V3V6, V5V4 }
V;
Va
Vs
Vs

P1 : Como todo vértice de U es
M —saturado, hemos concluido el
algoritmo.
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