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7. Graficas aplanables y coloracién por vértices

7.1. Definiciones
7.1.1. Encaje planar, grafica aplanable y gréafica plana

Sea G una grafica:

1. Un encaje planar de G es una representacién de la grafica en el plano de tal forma que cualquier
par de aristas se intersecan a lo mas en sus extremos.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:
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Las graficas anteriores son todas isomorfas entre si, es decir G, = Gy = G, y cada una ellas es una
representacion en el plano de la misma grafica, pero solo Gy y G son un encaje planar.

2. G es una grafica aplanable si tiene un encaje planar.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

S
L&y
M N

(a) La grafica G, es una gréfica aplanable ya que es posible construir un encaje planar para G, por
ejemplo la grafica Gp.

(b) La grafica Gy es una grafica aplanable ya que ella misma es un encaje planar.

(¢) Gs = K33 v se puede comprobar que no existe un encaje planar para la grafica G, por lo tanto
G. no es una grafica aplanable.
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3. Si G ya esta dibujada mediante un encaje planar, diremos que G es una gréafica plana.

Ejemplo. Las siguientes graficas son planas:

7.1.2. Caras/regiones de una grafica plana
Sea G una grafica plana:

1. Las regiones conexas delimitadas por las aristas son llamadas caras de la grafica o regiones
de la grafica.

2. La region no acotada se llamara cara exterior, y las otras regiones seran caras interiores.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

(a) Laregion coloreada de rojo en la grifica G, estd delimitada por el conjunto de aristas {vovs, v3v4, V4vs, UgV2 },
como estd acotada es una cara interior de la gréfica G,. La regién delimitada por el conjunto
de aristas {v1v2, V203, V3Vg, VgU7, U7V3, V3V4, V4Us, V401 } 1O estd acotada, por lo que esta es la cara
exterior de la grafica G, .

(b) Laregién verde en la gréfica G} estd delimitada por el conjunto de aristas {vsva, v4v10, V4Vs, VeVg, V9U3 },
como esta acotada es una cara interior de la grafica Gy. La region delimitada por el conjunto de
aristas {vjvg, voU3, V3V4, V4Us, V5U7, V7U1 } NO estd acotada, por lo que esta es la cara exterior de
la grafica Gjp.

(¢) Laregién azul en la grafica G.. estd delimitada por el conjunto de aristas {vsv7, v7vs, VgUg, Vg, V4U1, V1 Vg, VU5 },
como esta acotada es una cara interior de la grafica G.. La region delimitada por el conjunto
de aristas {vsvs, v3v2, V207, U7V, Vg5 } NO estd acotada, por lo que esta es la cara exterior de la
grafica G..
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3. Al nimero de regiones lo denotaremos por R(G).

4. Dada una regiéon R, la frontera de R, denotada por Fr(R), es un camino cerrado en G de
longitud minima que delimita a la regién R.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas:

(a) R(G,) = 5, y para la regién coloreada en verde, llamemosla R,, tenemos que su frontera es:
Fr(R,) = (vs,vs, 3, Vg, V4, Vg, U7, V10, U3)

(b) R(G,) = 1, es decir, tinicamente tiene su regién exterior, llamemosla R., tenemos que su frontera
es: FT(RE) = (U27 V3, U4, V3, U5, U3, U2, V1, Vg, U1, U7, V1, v2)

(¢) R(G,) =11, y para la regién coloreada en amarillo, llamemosla R,, tenemos que su frontera es:

FT(RG) = (Ug,’U4,’U3,’U2)

7.1.3. Reglas de dibujos de gréaficas aplanables

1. Si G es una grifica aplanable y x € V(G), entonces existe un encaje planar de G tal que x esta
en la frontera de la cara exterior de dicho encaje.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas planas (por lo tanto aplanables):

G, Gy

(a) Observamos que vsg no estéd en la frontera de la cara exterior para el encaje planar G,.

(b) Gp es un encaje planar de G, tal que vg estd en la frontera de su cara exterior.
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2. Si G es una grafica aplanable y e € F(G), entonces existe un encaje planar de G tal que e estd
en la frontera de la cara exterior de dicho encaje.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas planas (por lo tanto aplanables):

G Gy

(a) Observamos que v1v2 no estd en la frontera de la cara exterior para el encaje planar G,.

(b) Gy es un encaje planar de G, tal que v1v2 esta en la frontera de su cara exterior.

3. Si GG es una grafica plana y R es una regién interior de G, entonces existe un encaje planar de G
tal que la frontera de R es la frontera de la cara exterior de dicho encaje.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas planas:

&)
W ® ® ¢ b
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®
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(a) Consideremos la regién interior con frontera (vy,vs, vs, vs, v1).

(b) Gp es un encaje planar de la grafica G, tal que la frontera de la regién tomada en (a) es la
frontera de la regién exterior.

70



7.1.4. Coloracién por vértices

1. Dada una grafica G y un conjunto K # (), una coloracién por vértices en G es una funcién
C:V(G)— K,

2. a los elementos del conjunto K les llamaremos los colores de C,

si |K| = m, podemos hacer referencia a C' como una m-coloracién por vértices en G

- w

y decimos que G es m-coloreable por vértices.

5. Si k € K, la clase cromética de k en G, es el conjunto

nk)= {x e V(G): C(z) =k}

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica y el conjunto K = {amarillo,rojo,verde, azul }:

Para C, tenemos:

(a) La funcién C, : V(G,) — K dada por C(v1) = C(v3) = azul, C(va) = C(vy) = C(vy) =
amarillo, C(vs) = C(vg) = verde y C(vs) = rojo. Es una coloracién por vértices de G,.
(b) Los colores de C, son: amarillo, rojo, verde y azul.
(¢) Como |K| =4, decimos que C, es una 4-coloracién por vértices de G,.
(d) Decimos que G, es 4-coloreable por vértices.
)

(e) La clase cromética de amarillo es: n(amarillo) = {vq, vy, v7}
La clase cromética de rojo es: n(rojo) = {vs}
La clase cromética de verde es: n(verde) = {vs, v}

La clase cromdtica de azul es: n(azul) = {vy,v3}
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7.1.5. Numero cromatico

Sea GG un grafica y C una coloracion por vértices en G:

1. Si Yuv € E(G) se cumple que C(u) # C(v), diremos que ¢ es una coloracién propia por
vértices en G.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y coloraciones por vértices:

(a) C, es una coloracién propia por vértices en Gy.
(b) Cp es una coloracién propia por vértices en Gp.

Puede que visualmente no se aprecie con claridad pero todos los colores de Cj son distintos.

(¢) C¢ no es una coloracién por vértices propia en G, ya que v1vg € E(G,.) pero Ce(vy1) = C.(vg).
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2. El ndmero cromadtico de G, es: x(G) := min{k € N : G tiene una k—coloracién por vértices propia}
Es decir, es el menor nimero de colores necesarios para tener una coloracién por vértices propia
en G.

3. Si C es una coloracién por vértices propia en G con x(G) colores, diremos que C es una x-
coloracion de G.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y coloraciones por vértices:

G, Gy Ge

(a) x(Gq) = min{k € N : G, tiene una k—coloracién por vértices propia} = 2
Decimos que C, es una y-coloracién de G.

(b) x(Gp) = min{k € N : G}, tiene una k-coloracién por vértices propia } =4
Decimos que C}, es una y-coloracién de Gy,

(¢) x(G.) = min{k € N : G, tiene una k—coloracién por vértices propia} = 3
Decimos que C, es una x-coloracién de G..

7.2. Resultados importantes

1. Teorema de igualdad de Euler. Si G es una grafica conexa y plana, entonces

V(G| - [E(G)] + R(G) = 2

2. Corolario. Si G es una gréfica aplanable, entonces |E(G)| < 3|V (G)| — 6.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica conexa y plana (aplanable).

Observamos que se cumplen los resultados:

Teorema de igualdad de Euler.
[V(G)| - |E(G)+R(G)=11-20+11 =2
Corolario 2.

|E(G)| =20 < 27 = 3(11) — 6 = 3|V(G)| — 6
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3. Teorema de Kuratowski. Un gréafica es aplanable si y solo si no contiene una subgréfica
isomorfa a una subdivisién elemental de K5 o K3 3.

Nota. Una subdivisién elemental de una grafica es una operacién que agrega un vértice a una
arista dividiendo la arista en dos.

Ejemplo. Por teorema de Kuratowski, G no es aplanable ya que existe H talque H < Gy H =2 K,
donde K es una subdivisién elemental de Kj:

@9 V3

G H K Ks

4. Lema. Si G es una grafica plana y e es una arista en un ciclo de G, entonces R(G—e) = R(G)—1.

Ejemplo. Consideremos las siguientes graficas y el ciclo de aristas coloreadas de azul:

G G-—e

Al quitar alguna arista en el ciclo, por ejemplo la arista que comparten las caras 3 y 4, llamemosla
e, tenemos que R(G —e) =3 =4 —1= R(G) — 1. Por lo tanto se cumple el lema 4.

5. Lema. Si GG es una grafica aplanable y H < G, entonces H es aplanable.

6. Lema. Si G es una grafica plana, entonces contiene un vértice x tal que §(x) < 5.

7. Lema. Toda grafica tiene una coloraciéon por vértices propia. Mas atun,
1 <x(G) < |V(G)|

8. Lema. Sea G una grifica. G es bipartita si y solo si x(G) = 2.
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9. Teorema de Brooks. Si G es una grafica conexa que no es completa ni un ciclo de longitud
impar, entonces x(G) < A(G)

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica conexa que no es completa ni un ciclo de longitud
impar.

Observamos que se cumple el teorema de
Brooks:

X(G) =7 <T=A(G)

10. Teorema (de los cinco colores). Si G es una gréfica aplanable, entonces x(G) < 5.
La demostracion del siguiente teorema escapa de cualquier curso introductorio de teoria de gréaficas,
pero vale la pena enunciar el teorema, debido a que es ain maés fuerte que el teorema de los cinco
colores y en general preferimos su uso.

11. Teorema (de los cuatro colores). Si G es una grafica aplanable, entonces x(G) < 4.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica conexa y plana (aplanable) y coloracién de vértices C'.

Observamos que se cumplen los resultados:

Lema 8. G no es bipartita por lo tanto

X(G) # 2

Teoremas 10 y 11.

x(G) <4

Nota. La demostracion del teorema de los cuatro colores, hecha en 1976, fue la primer demostracién
matematica de un teorema realizada con la ayuda de un ordenador. Aunque fue controvertida se
considera un hito en la historia de las matematicas.

Nota. Una versién mas conocida del teorema de los cuatro colores es la que sigue:
Teorema de los cuatro colores (versién “regiones”). Dado cualquier mapa con regiones

continuas, este puede ser coloreado utilizando cuatro colores diferentes o menos, de forma que no
queden regiones adyacentes con el mismo color.
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No entraremos en detalles, pero es interesante y un buen ejercicio intuir el motivo de la equivalencia
entre ambos teoremas, por lo que damos la siguiente definicién y ejemplo.

Definicién. Dada una grifica plana G. La grafica dual de G, digamos G, es aquella que tiene
un vértice por cada regién de G y sus aristas existen si dos regiones comparten alguna aristas en G.

Nota. La anterior definicién estd ajustada de tal forma que las graficas duales son también gréficas
simples.

Ejemplo. Esperando animar el interés del lector por el estudio de las gréficas. A continuacién,
una posible idea intuitiva para demostrar la equivalencia entre las dos versiones del teorema de los
cuatro colores. Ademas nosotros consideraremos la region exterior, la cual se suele omitir al referirnos
al coloreo de mapas:

7.3.

. Sea GG una gréfica aplanable y H < GG. Demuestra H también es aplanable.

10.

Coloracién por vértices Coloracién por “regiones”
G Dual de G, digamos G’ para G’ para G

Ejercicios

Demostrar que si G es plana y conexa, con |V(G)| > 3, entonces la frontera de cualquier cara
interior de G tiene al menos tres aristas.

Demostrar que si G es plana y e € F(G), entonces e estd en a lo méds dos regiones de G.

Demostrar que si G es plana, R, Ry, ..., R; son las regiones de G y ¢; el nimero de aristas de
Fr(R;), entonces

t
> 4 <21EG)|
i=1

Sea GG es una gréfica conexa, plana, de orden p y con al menos un ciclo. Demostrar que si todo
ciclo de G tiene longitud al menos k& > 3, entonces

k(p—2)
EG)| < —+
B(G) < T
Demuestra que todo arbol es una grafica plana.

Sean G una grafica y C' una coloracién por vértices de GG. Demuestra que una coloracién por
vértices es propia si y solo si toda clase cromatica de C' es un conjunto independiente de G.

Demuestra que si G es una gréafica r—regular, entonces

V(G)I
= e

{Cudl es el nimero cromatico de una grafica que es un ciclo con n vértices?

Esboza una demostracién del teorema de los cuatro colores (versién “regiones”) utilizando el
teorema de los cuatro colores, la definicién dada de grafica dual, y asumiendo que el dual de una
grafica aplanable es también aplanable.
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7.4. Algoritmo greedy para coloraciones propias

El algoritmo greedy para coloraciones propias encuentra una coloracién propia para una
gréfica utilizando una estrategia greedy (o voraz), en el sentido de que cada paso colorea un vértice
con la mejor opcién disponible. Aunque el algoritmo no garantiza que sea una x—coloracién para la
grafica. Requerimos una gréfica G, con V(G) = {vy, ..., Up}t y un conjunto K = {1,..., n} de colores.

1. Sea C : V(G) — K definida como sigue:
2. Asignamos a v; el color 1 € K, es decir C(v;) = 1.
3. Parat e {2,..., n} realizamos los siguientes pasos:

a) Sea z; el entero positivo mas pequefio t.q. ningin vecino de v; esté coloreado con color z;,
es decir z; :==min{k € K | k¢ {C(v;):j <iconwv; € N(v;)}}

b) Asignamos a v; el color z;, esto es C(v;) = z;
4. Devolvemos la coloracién C.

Ejemplo. Consideremos la siguiente grafica G tal que V(G) = {vq,..., vn }, v el conjunto
K ={1:=ro0jo,2 :=rosa,3 := morado, 4 := azul fuerte,5 := azulclaro,6 := verde, 7 := amarillo, ...,
Apliquemos el algoritmo greedy para coloraciones propias.

P3 : Parai = 2. 20 = min{k €
K|k¢{C,):j<iconv; €
Nw2)}} = min{fk € K|k ¢
{C(n) 1}} = 2. Entonces

P1 : Construimos la funcién C' : =
C(UQ) = 29 = 2

V(G) — K como sigue.
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P3 : Para i = 3. 23 = min{k € P3 : Para i = 4. z4 = min{k € P3 : Para i = 5. 25 = min{k €
K|k¢{Cj):j<iconv; € K|k¢ {Cv;):j<iconv; €K|k¢g{C(v;):j<iconv;€
N(vs)}} = min{k € K|k ¢ N(va)}} = min{k € K|k ¢ N(vs)}} = min{k €¢ K|k ¢
{C(v1) = 1,C(v2) = 2}} = 3. {C(v2) = 2,C(v3) = 3}} = 1. {C(v3) = 3,C(va) = 1}} = 2.
Entonces C(vs) = z3 = 3 Entonces C'(va) = z4 = 1 Entonces C(vs) = z5 = 2

P3 : Para i = 8. zs = min{k €
P3 : Parai = 6. z6 = min{k € P3 : Para i = 7. zy = min{k € K | k ¢ {C(v;) : j <iconv; €
K|k¢{C;):j<iconvj € K|k¢ {C(v;):j<iconv; € N(vg)}} = min{fk € K|k ¢
N(ve)}} = min{k € K|k ¢ N(v7)}} = min{fk € K|k ¢ {Cva) =1 = C(v7),C(vs) =
{C(vs) = 1,C(vs) = 2}} = 3. {C(vs) = 2,C(vs) = 3}} = 1. 3}} = 2. Entonces C(uvg) = 2z =
Entonces C'(ve) = 26 = 3 Entonces C'(v7) = z7r =1 2

P3: Parai = 11. 211 = min{k €
P3 : Parai = 9. z9 = min{k € P3: Parai=10. zio =min{k € K | k ¢ {C(v;) : j < iconv; €
K|k¢{C):j<iconv; € K|k¢{C(vj):j<iconv; € Nvn)}t} = min{k € K|k ¢
N(vg)}} = min{k € K|k ¢ N(vio)}} = min{k € K|k ¢ {C(v1) = 1 = C(v10),C(v3) =
{C(v7) = 1,C(vs) = 2}} = 1. {C(vs) = 2,C(v9) = 3}} = 1.3 = C(v9)}} = 2. Entonces
Entonces C'(vy) = 29 = 1 Entonces C'(vig) = z10 =1 C(vi1) = 211 =2
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P3 : Para i = 12. 212 = min{k €
K| k¢ {C):j<iconv; € P3:Parai=13. z13=min{k € P3 : Para i = 14. z14 =
N(vi2)}} = min{k € K|k ¢ K| k¢ {C(v;) : j<iconv; €min{k € K|k ¢ {C(v;) : j <
{C(v1) = 1 = C(v10),C(v2) = N(v13)}} = min{k € K|k ¢ iconv; € N(via)}} = min{k €
2 = C(vi1)}} = 2. Entonces {1,2,3}} = 4. Entonces C(vi3) = K | k ¢ {1,2,3,4}} = 5. Enton-
C(’U12) = Z12 = 2 z13 = 4 ces 0(1)14) = Z14 = 5

P3 : Para ¢« = 15. z15 =P3 : Para ¢« = 16. 216 =P3 : Para 1« = 17. z17 =
min{k € K |k ¢ {C(v;) : 5 <min{k € K|k ¢ {C(vj) : j <min{k € K|k ¢ {C(vj) : j <
i conv; € N(vi5)}} = min{k € i conv; € N(vig)}} = min{k € i con v; € N(v17)}} = min{k €
K| k¢{1,23,4}} =5. Enton- K | k ¢ {1,2,3,5}} = 4. Enton- K | k ¢ {1,2,3,4,5}} = 6. En-
ces C(vi5) =215 =5 ces C'(vig) = 216 = 4 tonces C(vi7) = z17 =6

P4: hemos concluido el algoritmo.

Por lo tanto, una coloracién propia para G es C : V(G) — K con: C({v1,v4,v7.010}) = 1,
C({v2,vs,v8.v11}) = 2, C({vs, v, v9.v12}) = 3, C({v13, v16}) = 4, C({v1a,v15}) =5y C(v17) = 6.
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