Variable Compleja I
Unidad 1: Tarea examen con soluciones

Problemas

1. (2.5 pts) Sean z,w € C distintos de cero. Demuestra que
z w z W
|z] = Jw|] <= =+ — €[-2,2], encuyocaso — + — =2cosf
wooz wooz

donde 6 es el angulo entre z y w.

2. (2.5 pts) (Las cuentas que hay que hacer al menos una vez una vida...)
Deriva expresiones en términos de senf y cos 6 para:

a) cos20 y sen 26,
b) cos 360 y sen 36.

3. (2.5 pts) Prueba que si la sucesién {z,},>1 de nimeros complejos con-
verge a z € C, entonces la sucesién {|z,|},>1 converge a |z|. (Es cierto lo
reciproco?

4. (2.5 pts) Demuestra que si z € C satisface Re (™) > 0 para todo n € N,
entonces z es un real no negativo.

5. (+2 pts extra) Sean P(z) = >_;'_,axz" un polinomio de grado n y € €

(0,1). Considera
1 n—1
e — A ]-a T
oo (8 )

prueba que para todo z € C\D,,_(0) se cumple

(1 = &)lan[[2]" < |P(2)] < (L + €)|an||z"
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Soluciones

1. Sean z,w € C, expresados en forma polar como z = ricisa y w = racisf.

= | Consideremos que |z| = |w|, esto es, que 1 = ry. Tomando la suma
de cocientes, por el algebra de argumentos desarrollada para la forma
polar:
z w  ricisa  rocisf cisae  cisf . .
—+ - =— — = — 4+ — =cis(a — f) +cis(8 — )
w  z  rocisf  ricisae  cisf  cisa
= cos(a — B) + isen(a — B) + cos(B — a) + isen(f — )
= cos(a — B) + isen(a — B) + cos(—(a — 8)) + isen(—(a — f3))
= 2cos(a — ) = 2cosb € [-2,2], 0=a—-p (1)

Donde para llegar a la tltima expresién se considerd la paridad de las

funciones cos y sen.

<= Considerando ahora que Z + % € [-2,2], suponiendo sin pérdida de
T

generalidad que a > (3 y definiendo t =2 y 0 = o — .

T
Dadas las hipdtesis, la suma anterior se traduce en
1 1 1
Z Y teis + —cis(—0) = {t+ — | cos@+i|t— = |senf € [—2,2]
w z t t t

Es importante notar que por hipétesis, la suma es un nimero real, por lo
que la parte imaginaria debe ser 0, asi:

(t}f)sen@—0<:>t1—0 o senf=0 (2)

En el primer caso se tiene que, recordando que al ser ¢t un cociente de
modulos, en particular ¢t > 0:

1
t—;zogtzl(:)m:rg(:)\dzm\ (3)

Mientras que en el segundo caso, restringiéndose a 6 € [0, 27) se tiene que
senf =0 <= 0 = 0,7, dando como casos:

=0 = a= = iJrg:t+1€[—2,2]
w z t
(4)
z o w 1
9:7Tz>w+zz—(t+t)€[—2,2} (5)
t>0, +>0,
t+1€[-2,2]n(0,00

Examinando la funcién equivalente a la tltima expresién f : Ry — R tal
que f(z) =z + %7 un calculo simple de derivadas lleva a que ésta alcanza
su minimo en x = 1, y este minimo es f(1) = 2, por lo tanto:

) :>t+%6(0,2] (6)

1 1
t+¥€(0,2] = t+¥:2 = t=1 = r=ry <= |z| = |v]

(7)
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2. Para resolver esto, basta recordar la formula de De Moivre para potencias
de un nimero en forma polar:

[r(cosf + isenB)]™ = r"[cosnb + i sennb] (8)

a) Tomando z € C de modo que |z] = 1y n = 2, de la expresién (9),
desarrollando el binomio al cuadrado:

(cos@ +isen6)? = cos? O + 2i cos O sen 6 + (i)* sen® @

= cos? § — sen? @ + i2 cos O sen 0 (9)

Pero por hipétesis se sabe que (10) es igual a cos 20+ sen 26, entonces
por la igualdad de nimeros complejos:

cos 20 = cos? ) — sen? 6

{ (10)

sen 20 = 2sen 6 cos 0

b) Tomando z € C de modo que |z| =1y n = 3, de la expresién (9),
desarrollando el binomio al cubo:

(cos @ + isen 0)® = cos® O + 3i cos? @sen 6 + 3(i)% cos @ sen? O + (i) sen® 0

= cos® 0 — 3cosfsen? 0 +i(3 cos? fsen  — sen® 0)

(11)

De manera completamente andloga al inciso a), la expresién (12) es
igual a cos 360 + isen 36, entonces por la igualdad de nimeros com-
plejos:

(12)

cos 30 = cos® 0 — 3cosfsen? 6
sen 30 = 3 cos? fsenf — sen® o
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3. Sea € > 0. Para esto primero es necesario recordar que como z, — z,
existe N € N tal que

|z, — 2| <, n>N (13)

Entonces basta exhibir un N* € N tal que para cada n > N*, ||z,| — |2]| <
€.
Recordando la desigualdad consecuencia de la desigualdad del tridngulo

Para z,w € C, se cumple que ||z] — |w|| < |z — w|.
Se tiene que para N* = N € N se cumple por (14) que:
llzn| = l2l] < lzn —2[ <€ = |[zn| = |2]| <€ (14)

Asf se concluye que |z,| — |z|. Es importante notar que la convergencia
que se tiene por hipétesis es una convergencia de nimeros complejos mien-
tras que la demostrada es una convergencia de nimeros reales.

Lo converso no es cierto, basta considerar la sucesién de complejos
{i"}n>1, por un lado se tiene que la sucesién oscila entre los valores
i, —1, —i y 1, mientras que {|i"|},>1 es la sucesién constante 1 ya que
[i™] = |é|™ = 1™ = 1, es decir, |[i"| — 1 pero i" no converge.
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4. Sea z = r(cosf +isend) con r > 0, por la formula de De Moivre se sabe
que
2™ =r"(cosnb + isennf) (15)

Tomando la parte real de (16)
Re (z") = Re (r"(cosnf + isennb)) = r" cos nf (16)

Si ™ = 0 se tiene inmediatamente el resultado ya que r* =0 — z =
0 € RT U {0}. Considerando que r > 0:

r"cosnfd >0 = cosnb >0

:>n9€{f(g+2k7r),g+2k7r], keZ, VneN

— e {—i@mh),i@mh)}, keZ, WneN

Py 1 /7 1 /7
:N‘)G?Ql{n(2+2kw),n<2+2kw>}, keZ
= 0=0 = senf =sen0 =0
= Im(z) = Im(r" cos @ +ir" senf) = r" senf = 0 (17)

Asi, como Im(z) = 0, se puede concluir que z € R, entonces como z € Ry
z" >0, VYn € N, en particular tomando n = 1 se concluye que z > 0. Asi
z e RTuU{0}.
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5. Tomando |z| > 1, partiendo de la desigualdad del tridngulo, se tiene pri-
meramente que:

|P(2)] =

n
E akzk

k=0

<D laxllzlF < lz Iakll |2[" (18)
k=0 k=0

donde en la dltima igualdad se utilizé que para los z de interés, k < n —
|z|* < |z|". Definiendo a P(z) de modo que P(z) = P(z) + a,2" (es decir,
como la suma parcial hasta el (n — 1)-ésimo término) se tiene de manera
andloga que para |z| > 1:

n—1 n—1
D n— 1 n
Pl < [Sia |l = [ S| e
k=0 k=0
Si se toma ahora |2| > [ZZ;S |ak|} para € € (0,1), asf:

-1
1 €|an| 1 [n
TS e = D | 2" < ean|2] (20)
-1

2l = o020 lal =

Inspirdndose en la ultima desigualdad, se define

1 n—1
Pe = Max < 1, —— Z |a| (21)
€lan| k=0

Asi, para |z| > p. se satisfacen las condiciones previas simultdneamente,
de modo que
[P(2)] < elanll2[* <= —elan|z[" < |[P(2)]
[P(2)] < lan]|2]" + [P(2)] < lanl|2[" + elan||2]" = (1 + €)]an][2["
[P(2)] = [anz" = (=P(2))] = |an||2]" = [P(2)] > |an||2]" = elan||2]" = (1 - €)|an]|z]"
(1= &)lanllz" < [P(2)] < (1 + €)lan][2|" (22)

Con lo que se concluye la demostracion.
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