Variable Compleja I
Unidad 2: Tarea examen con soluciones

Problemas

1. (2.5 pts) Sean a,b, z € C. Demuestra que:

a) cos(a + b) = cosacosb — senasend y sen(a + b) = senacosb +
sen b cosa,

b) cos?a+sen?a =1y 1+ tan® z = sec? z.

2. (2.5 pts) Considera la funcién
f(z) = zImlz],

encuentra dénde la derivada f'(z) existe y argumenta si la funcién es
analitica o no.

3. (2.5 pts) Si (r, 0) son las coordenadas polares en R?, de modo que podemos
describir a u y v como funciones de r y 6, muestra que las ecuaciones de
Cauchy-Riemann pueden escribirse de la forma

ou 10v 1 @ ov

o —ros Y e o 7Y

4. (2.5 pts) Describe la imagen del conjunto A, = {z € C|Re[z] = a}, a € R
bajo la funcién f(z) = cosz.

5. (4+2 pts extra) Demuestra que H : SL(2,C) — M definida como
a b az+b
H =
<C d) cz+d

es un isomorfismo de grupos (PSL(2,C), ) = (SL(2,C))/{—I,1} y (M, o),

donde
SL(2,C) ={A € M3(C) | detA =1}
v M{T:C%C‘T(z)m, a,b,c,d € C, adbcl}.
cz+d
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Soluciones

1. Recordando primero que, para z € C, las funciones trigonométricas se

definen como:

sen z

=— y cos z 1=

eiz _ e—iz eiz + e—iz

27 2

a) Sean a,b € C. Basta desarrollar explicitamente las expresiones para
llegar a los resultados:

cos(a+b) =

ei(a+b) +e—z’(a+b) Q(ei(a-i-b) +e—z‘(a+b))

2 B 4
ei(a—i—b) + e—i(a—i—b) + ei(a+b) + e—i(a+b) + ei(a—b) _ ei(a—b) + ei(b—a) _ ei(b—a)
4
ei(a+b) =+ ei(a—b) + ei(b—a) + e—i(a+b) ei(a+b) _ ei(a—b) _ ei(b—a) + e—i(a+b)
4 B —4
(eia + e—ia)(eib + e—ib) (em _ e—ia)(eib _ e—ib)
2.2 21 - 24

eia 4 efia eib + efib eia _ efia eib _ efib
N 2 2 2i 2i

= cosacosb —senasenb.

Anélogamente, para sen(a + b):

sen(a + b) =

ei(aer) _ e*i(aer) 2(6i(a+b) _ e*i(a+b))

24 44
ei(aer) _ e*i(aer) + ei(aer) _ efi(aer) + ei(afb) _ ei(afb) + 6i(bfa) _ 6i(bfa)
43
ei(aer) + ei(afb) _ 6i(bfa) _ efi(aer) ei(aer) + 6i(b7a) _ ei(afb) _ efi(a+b)
, - .
41 4i
(eia _ e—ia)(eib + e—ib) N (eib _ e—ib)(eia + e—z’a)
24 -2 2i-2

ela _ p—ia eib 4 efib N eib _ efib ela + e—ta
23 2 2 2

=senacosb+ senbcosa.
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b) Sea z € C. Para la primera expresién, basta desarrollarla para obtener
el resultado:

9 s e + g% iz _ iz 7 (ezz +e 12)2 (ezz —e zz)2
cos“z+sen“"z = | ——— + | —— =

2 2i 4 a 4
(eiz)2 + 2€ize—iz + (e—i2)2 (eiz)Z _ 2€ize—iz + (e—iz)2

B 4 4

_ (eiz)Q + 2+ (efiz)2 _ (eiz)Q +92— (efiz)2 - 4 _

B 4 4
Ahora, partiendo de este resultado, utilizando que tanz = >== y
secz = Colsz.

2 2
1

cos? z4sen’z =1 — cos z+sen S — 1+tan? z = sec? z,

cos2z cos?z  cos?z

la cual es valida cuando z # wk — 3 para k € Z.
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2. Para ambas cosas, es conveniente revisar si se satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Sea z = x + iy € C, entonces la funcién f puede
reescribirse como:

f(z) = 2Im[2] = (z + iy)y = zy + iy”.

Identificando como funciones de parte real e imaginaria a u, v : R? — R de
modo que u(z,y) = xy y v(x,y) = y>. Entonces, la derivada de f existira
en el dominio en que se satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

ou Ov

%:@’ = y =2y,
@:—@ <— =0
oy Ox’ ’

de donde se puede concluir que éstas solo se satisfacen cuando z = y = 0,
es decir, en z = 0 + 0. La derivada en este punto vale

ou v
! .
0) = =—(0,0) +75—(0,0) = 0.
£/0) = 50,0 +i52(0.0)
Para discutir sobre la analicidad de la funcién, al estar la derivada definida
tUnicamente en un punto, no existe vecindad abierta Uy C C de z = 0 tal
que f'(zp) exista para cualquier zy € C y, por lo tanto, no es analitica
en 0. La analicidad es una nocién local, no puntual.
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3. El cambio de coordenadas cartesianas a polares estd definido mediante las

relaciones
r? = g2 4+ 42 _ 9
= Y, r =rcosb,
<

6 = arctan (£). y =rsenf.

Notando primero que dado el cambio de variable se tienen:

oxr oy or oy

E—Cose, g—senﬁ, 0= rsend, %—rcosﬁ.
Considerando f : U C C — C dada por f(z) = u(x,y) + iv(z,y) que
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, dado el cambio de variable
a coordenadas polares se puede considerar la dependencia en (r,6) co-
mo f(z) = u(x(r,0),y(r,0)) + iv(z(r,0),y(r,0)). Calculando las derivadas
parciales de u y v respecto de r y de 6, utilizando la Regla de la Cadena:

du ou

@:@%—1—@@:0050 + sen §—
or Oxdr Oyor oz oy’
Oou Oudx Oudy ou ou
0= 9290 + a—y% = frsen(‘)% +r00598—y,
@:@% @@:cosf)@qtsen@@
or Oz dr Oyor oz oy’
@ = @@ + @@ = frsenﬁ@ +TC089@.
a6  0x 00 Oy 0o ox oy

Entonces, como f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coorde-
nadas cartesianas:

1@ = —senﬂ@ +0059@ = —senf —@ —l—cose@ = COSQ@ —l—seHG@ = %
rof oz oy Oy or Ox oy  or’
%% = fsenf)% +COS€% = fsenﬂg—; + cos (gi) = 70080% fsean—Z = f%.
Asi se verifica que:

Ou 10v lau__@ £ 0,

or roe  rod o
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4. Sea z =x +1iy € C con z,y € R, el conjunto de interés, para cada a € R,
es:
A, ={z€C|Rez=a}l={z=a2+iyeC|z=a}.

Tomando w = a + iy € A,, para tomar su imagen bajo f : C — C tal que
f(2) = cos z, teniendo presente la definicién de cos para z € C:

eiz _|_ef7lz
COsSz = #,

es suficiente aplicar f a w € A,, obteniendo:

etw _|_e—iw ei(a+iy) +e—i(a+1’y)

flw) = S = .
_ eia—y +e—ia+y - eiae—y +e—iaey
B 2 B 2
1
=3 [e¥(cosa+ isena) + e Y(cosa — isena)]
1

=3 [(ey + e_y) cosa+isena (ey - e_y)]

ey_i_e*y ey_efy i
= T cosa + T 18ena

= coshycosa + isenh y sen a.

Se sigue que los elementos de f(A) son complejos de la forma cosh y cos a+
isenhysena € C con a € R constante. Recordando de cursos de Geo-
metria Analitica, una parametrizacion de la hipérbola horizontal centrada
en (0,0) con longitudes de eje real a e imaginario b es v : I C R — R? tal

que:
~(t) = (acosht,bsenht) = (x(t),y(t)),
#2  y?2  a?cosht b¥senh?t 9 9
ya que e 2 = = cosh”t —senh“t = 1.

donde la ultima igualdad se debe a la relacién pitagérica de las funciones
trigonométricas hiperbdlicas.
Regresando al problema original, se lleg6 a que f(w) con w € A, es de la
forma;:

f(w) = coshycosa +isenhysena = 2’ + iy’

Ahora, por el comentario de Geometria Analitica, las partes real Re[f(w)] =
z’ e imaginaria Im[f(w)] = ¢’ se relacionan como:

/2 /2 2

2
T Y cos?acosh®y  sen?

a senh? Y

— = = cosh?y —senh?y = 1.
cos?a  sen?a cos? a sen?q
Asf para cada a € R, el conjunto f(A,) describe una hipérbola horizontal
con ejes de longitudes cosa y sena.
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Como una ultima observacién es interesante estudiar los casos degenera-
dos, empezando cuando a = km para k € Z, en el que se tiene sena = 0,
asi regresando a la expresién f(w):

f(w) = (=1)**1 coshy.

Pero esa cantidad siempre estd en el eje real y ademés nunca se anula ya
que (—1)**1 £ 0y coshy > 1, por lo que en ese caso la imagen es:

flAa) ={z+iyeCllz| 21, y=0}, a=kr kel

De manera andloga, si a = § + k7w con k € Z ahora se tiene cosa = 0,
entonces la expresién de f(w) es:

f(w) = i(=1)*"1 senhy.

Pero esa cantidad siempre estd en el eje imaginario, por lo que en este
caso la imagen es:

f(Ay) ={z+iyeC |z =0}, azg—&-kw, kel
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5. Es conveniente primero recordar que dos grupos (G, *) y (H,*) son iso-
morfos si existe ¢ : G — H tal que ¢ es biyectiva y para cualesquiera

9,9 € G se cumple que ¢(g * g') = ©(g) * o(g')-
Recordando la definiciéon de ambos grupos:

SL(2,C) = {A € My(C) | detA = 1}

az+b

a,b,c,d e C, ad—bc=1}.

Primero, para cualquier A € SL(2,C), el morfismo H estd bien definido
ya que detA = 1 = ad — be, por lo que H(A) € M. Ahora, toca verificar
que efectivamente es un homomorfismo, esto es, sean A, B € SL(2,C), es
necesario verificar que para cualquier z € C se tiene que:

H(AB)(z) = (H(A)o H(B))(2)
Por un lado se tiene que:
_fa b\ [a B\ _ fax+by aB+0bd
AB = (c d) (’y 5) = <ca+d7 cﬁ+d6)
(acc+by)z + (af + bo)
(ca+dvy)z + (¢B + d)

= H(AB)(z) =
Mientras que por el otro se tiene que:

(H(A)o H(B))(2)

) = 1) (220

Ca(2E) 4 a(e25) e (28)
(e a o) va ()
alaz + B) +b(yz+9)
c(az+ B) +d(yz+9)
(
(

)
_ (aa+by)z + (aB + bd)
 (ca+dy)z + (cB + df)

— H(AB)(2)

z
z

Asi se tiene que H es un homomorfismo.
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Para la parte de la biyectividad, esta funcién es evidentemente suprayec-
tiva, ya que, para T' € M, dada por
mz—+n

T(z) = , mqg—np =1
(2) pp q—np

Se tiene que existe una matriz Q € SL(2,C) tal que H(Q)(z) = T(z),
siendo ésta:

a=(" ") = HQE =" 1

Desafortunadamente, no es inyectiva, sean M, N € SL(2,C) tales que se
relacionan por N = —M, se tiene que:

o) a2
— HN)(:) = T = S pane)

Pero, por el Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, se sabe que
si son isomorfos SL(2,C)/KerH e ImH =M (ya que H es suprayectiva),
entonces se puede calcular el nicleo de H para tener un isomorfismo de
verdad (y “contar como una sola” a cada una de las clases de equivalencia
definidas por la relacién proyectiva M ~ N <= N = AM para A # 0).
Primero, recordando el elemento neutro del grupo de transformaciones de
Mobius para calcular el nucleo:
az+0

e €M, e(z):z:m,congzl

Entonces, sea A € KerH, asi se tiene que:

b=c=0 b=
AeKerH < H(A)(z) =2z < {a ¢ = {
d a=
[ademds ad —bc=1] = ad—bc=ad=1 = a=d ==l

Por lo que se tiene:

o= {(s 9. )=

Finalmente, por el Primer Teorema de Isomorfismo, se tiene que bajo H:
PSL(2,C)=SL(2,C)/{I,-I} =M

A PSL(2,C) con la operacién de la multiplicacién de matrices usual se le
conoce como el grupo proyectivo especial.
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