Variable Compleja I
Unidad 4: Tarea examen con soluciones

Problemas
1. (2.5 pts) Evalda las integrales:

a) Considerando C' como el segmento de recta que une 1 — iy 1+ 4,

/C Vzdz.

b) Considerando C' como la circunferencia |z| = 1.

622

id,z / dz
c 2" Y C(z+%)(22+22+2) ’

¢) Considerando C' como la circunferencia |z| = 2.

d
[
C z4 4+ 1
2. (2.5 pts) Sea U C C una regién y {fn}nen una sucesion de funciones

analiticas en U que converge uniformemente a una funcién f. Demuestra
que f también es analitica en U.

3. (2.5 pts) Sea f : 2 C C — C una funcién analitica en 2 tal que, para
cualquier z € Q, |f(z) — 1| < 1. Demuestra que

/7 J;éj dz =0,

para cualquier curva cerrada -y contenida en §2.

4. (2.5 pts) Sea U C C una regién tal que una funcién v es conjugada arméni-
ca de u, y a su vez —v también es conjugada armoénica de u. Demuestra
que tanto u como v son constantes en U.

5. (+2 pts extra) Demuestra que, para n > 1:

2
o —1)---5-3-1
20 gy — ¢ 2.
/0 o8 2n)--6-4-2 "
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Soluciones

1. a) Para este caso, basta notar que para f(z) = /z, se tiene que F(z) =
%z% es tal que F'(z) = f(z), ademds estas funciones, en la rama
principal del logaritmo, son analfticasen U = C\{r e R : r >0}, y

la curva C' esté contenida en esta region, entonces:

| Vet = PGS = Fa i) - FO-

2 31 . 2 3 .
= —e2 Og(1+1) _ *€§1Og(172)
3 3
= 2 [e%(ln\/ﬁ+i%) _ eg(ln\/ifi%)}
3
= geglnﬂ [ei%ﬁ - e*i%ﬁ} = 27isen?)—ﬁ.
3 3 3

b) Para la primera integral, considerando el disco abierto de radio 1
B(0,1 + ¢) y la funcién f(z) = e?, la cual es analitica en todo C,
en particular en dicho dominio, por la férmula integral de Cauchy se
tiene que:

/|Z|_1 ;dz - /z—l ﬁdz B /Izl—l (Zf—(i)))"dz

= .0 10)
2m 2mi

T T o

Para la segunda integral, considerando el disco abierto de radio r =
1 + € < v/2 dado por B(0,1 + ¢) y la funcién

e2z

f(Z): (224—22—}—2)’

la cual es analitica en B(0,1 4 €) ya que tiene como tunicos polos
zp = —141i & B(0,1+¢) ya que |z+| = v/2. Asi, por la férmula
integral de Cauchy se tiene que:

2z
/ 1 62 dz :/ f(Z)l dz
|z|=1 (z+ 5)(2: +22+42) lz|l=1 2 T 3

2mi 1 1
=2 O [ _=

1 8mi
=2mif |-z | = —.
mf( 2) de
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¢) Para este caso, considerando U = C\{z € C : |z| < 1}, el circulo de

radio 2 sobre el que se integra es homotdépico a cualquier otro circulo
de radio R > 1 en U (la homotopfa en este caso es la dada por la
homotecia). Entonces por el teorema de Cauchy homotdpico se tiene
primeramente que:

/ dz _/ dz
|z|=2 2241 B |z|=R 224+ 1

Ahora, tomando el limite cuando el circulo es de radio infinito se
tiene que:
dz dz , |dz|
2 S| S 152 11|
‘z|:22’ +1 \z\:RZ +1 R—o0 |z|=R |Z +1|
2R 2r

= I E_ —o,
RE)nooRz-f—]. Rl—{nool—*—%

= lim
R—o0

3

asi, como el médulo es no negativoy jw| =0 <= w = 0, se concluye

que:
d
/ 2=
=2 2 + 1
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2. Sea € > 0. Como {f,, }nen converge uniformemente a f en U, existe N € N
tal que paran > N y z € U se cumple que:

[fn(2) = f(2)] <e

Ahora, como U es una regién, es un abierto, entonces para z € U existe un
disco abierto B(z,r) C U tal que f,, es analitica en B(z,r), en particular,
por el Teorema de Cauchy, por la analicidad de las f,, se cumple que:

/ fu(z)dz =0,
~

para las curvas v contenidas en el disco. Ahora, respecto a f se tiene que:
z| = /f(z)dz — 0‘

= / f(z)dz — / fu(z

= | 1) = futepes
/ () = Ful2)d2] < / eldz] = clong(7).

Tomando €¢* = elong(v), valor que se puede hacer arbitrariamente pe-
queiio, se tiene que:

f(z)dz

<€ = /f(z)dz:O.
2!

Asi que, por el teorema de Morera, f es analitica en el disco B(z,r), y
como z € U fue arbitrario, f es analitica en |J,; B(2,7) = U, de modo
que f es analitica en U.
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3. Como para cualquier z € 2, |f(z) — 1] < 1, en particular f(2) C B(1,1),
en particular Re[f(z)] > 0 para cualquier z € Q. Ahora, en este disco
centrado en w = 1, el logaritmo de sus elementos es:

logw=1n|z|+1i0, 6¢€[-m nm) = arg(f(z)) € [-m, 7).

Considerando g(z) = log(f(2)), la cual es analitica por el comentario
anterior, cuya derivada, por la regla de la cadena, es:
!/
/ f'(2)
gi\z)= )
“ =76

entonces, examinando la intagral y por el teorema fundamental del célculo
para curvas (o por haber hallado una funcién potencial), considerando que
v :[a,b) CR — C es cerrada (es decir, y(a) = y(b)):

L ?((zz)) dz = Lgl(z)dz = g(v(b)) — g(v(a)) = 0.
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4. Dos funciones u,v : R?> — R son arménicas conjugadas si son arménicas,
es decir, cumplen Au = 0 y Av = 0, donde A denota al laplaciano, y
si ademas satisfacen las FEcuaciones de Cauchy-Riemann. En este caso se

tiene:
%u  O%u v 0% Oou Ov  Ou v
7—’—7:0’ 7—’_7:07 o T 3 a. T T a3
ox? = Oy ox?  Oy? ox Oy Oy ox
y a su vez
@—F@ _ 82(—v)+82(—v) B Ou _9(-v) Ou __ O(-v)
ox2  oy2 Ox2 oy 7 9z 9y Oy ox

Utilizando la linealidad de la derivada parcial, las ultimas condiciones se
traducen en:

ou  Ov Ou  Ov

oxr oy’ oy Oz’
Entonces, dadas las primeras condiciones de Cauchy-Riemann, la primera
de estas 1ltimas expresiones implica que

Ju ou ou ou
donde k € R es constante y h es una posible funcién dependiente de y.
Del mismo modo, por las expresiones no utilizadas atn se tiene que:

ou ou ou ou
3y a 2oy = By = u(z,y) =p+q(),

donde p € R es constante y ¢ es una posible funciéon dependiente de z.
Comparando ambas expresiones se sigue que:

k+h(y) = u(z,y) = p+q(x),

que, dado que U C C es una region, en particular es un abierto conexo, por
lo tanto, la funcién u es constante en dicha regién, es decir, u(z,y) = Cy,
donde C, € R es una constante.
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De manera completamente andloga para v se cumple que

v Ov v Ov

—=—-—— = 2—=0 = — =0 = v(z,y) =m+ny),

Ox ox oz oz (z,9) +nly)
donde m € R es constante y n es una posible funcién dependiente de y.
Del mismo modo, por las expresiones no utilizadas atun se tiene que:

v v v v

= = 2— =0 = — =0 = v(z,y) =b+o(x),

= = 25 o (2,4) = b+ of2)
donde b € R es constante y o es una posible funcién dependiente de «x,
comparando ambas expresiones se sigue que:

m+n(y) = v(z,y) = b+ o(z),

que, dado que U C C es una region, en particular es un abierto conexo, por
lo tanto, la funcién v es constante en dicha regién, es decir, v(z,y) = C,,
donde C, € R es una constante.

Asf se concluye que u(z,y) = Cy y v(x,y) = C, en una regién U C C para
Cy,C, € R constantes.
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5. Sea z = €' entonces por la expresién del coseno en términos de la expo-
nencial de un imaginario, éste se puede reescribir como:

1, . , 1 1
cosf = 5(620 +e7 ) = B <z+ z) )

de modo que se puede hacer un cambio de variable entre z y 6, dado por
z=e"Y — dz=iedh = izdf, asi que, por el teorema del Binomio, la
integral se convierte a una integral sobre el circulo unitario C"

2T 1
/ cos2"9d9: [ < )} —dz
O Z
1 +1
T o2 i z
1 1 2 ek
i22n z dz
k=
k=

c k
1 / m k 1 2n— k+1
22n c k z
m 1 2n— 2k+1
=200
2n . 2n

~n ()21 (n)

)

1 (2n)! (2n—1)---5- 12
_ZT"n!n!W -6-4- T

0
0
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