Variable Compleja I
Unidad 5: Tarea examen con soluciones

Problemas

1. (2.5 pts) Determina el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

1
f(2)2m7

en el anillo definido por 0 < |z — 1] < 2.
Sugerencia. Factoriza y halla alguna expresion relacionada con la serie
geométrica.

2. (2.5 pts) Utilizando el teorema del residuo, calcula la integral

/g o
o 1l+sen26’

Sugerencia. Para calcular los polos de la funcion, escribe sen 6 en términos
de z = €. Ojo: no todos los polos son necesarios.

3. (2.5 pts) Considera la siguiente funcién:

s+4

F(s)= =212
(s) s24+25—3

Utilizando el teorema del residuo, calcula la integral:

/ T F(s)ettds.

— 00

4. (2.5 pts) Sean n,k € N de modo que k < n. Demuestra que:

n 1 (I+2)"
- VA g,
(k) 2mi /|Z|_1 P

Sugerencia. Utiliza el teorema del binomio.
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5. (42 pts extra) Sean {a, }neny € C\{0} una sucesién de nimeros complejos
sin puntos de acumulacion finitos tal que

0<lai| <lag| < <lan| <---,

y f una funcién meromorfa en C con polos simples unicamente en {a,}
tal que
Res(f, an) = bp.

Sea también {I', }nen sucesion de curvas cerradas simples (recorridas en
sentido positivo) de modo que la regién acotada por T',, contiene dnica-
mente a ay, as, ..., a, que ademas satisface:

a) R, =dist(0,T,) = min{|z| : z€T,} — oo cuando n — oo,

b) L, < coR, paratodan € N, donde L,, es lalongitud de T, y ¢ € RT,

¢) Existe una M > 0 independiente de n tal que |f(z)| < M para

cualquier z € T',.

Demuestra que

f(z)f(0>+§1bn <z_1a +al>

Variable Compleja I, COMAL Matemadticas a Distancia, Facultad de Ciencias,
UNAM

Sitio web del curso: http://www.mdistancia.com/comal/13|

Trabajo realizado con el apoyo del Programa UNAM-DGAPA-PAPIME PE109323


http://www.mdistancia.com/comal/13

Soluciones

1. Primero, es importante notar que:

1 d 1

(z+1)2 dzz+1
Ahora, factorizando el denominador de la funcién de interés, se tiene que:

1 1 1

@=17 [-DE+DP  G-1)GE+1)

- (zjl)2c;lz<_zi1)
:‘<z—11>25z(2—<1—z>>

B 1 1d 1
C e-122d \1- () )

Si ‘1;Z < 1, esto tdltimo se puede expresar como una serie geométrica,

ademas, esta condicion es equivalente a

1—
0<‘2Z’<1 —= 0<|1-2]<2 <= 0<|z—-1| <2,

por lo que el desarrollo como serie geométrica es consistente con la regiéon
para la serie. Sustituyendo y simplificando, se sigue que, por la convergen-
cia uniforme de la serie geométrica en la region dada:

1 1 d 1 1 d |e=/1-2\"
(22 —1)2 _2(21)2dz<1—(12z)>__2(2’21)2M[Z< 2 )]

n=0

B 1 > (—1)" d . 1 — (1" ne1
= —2(22 —1)2 nz:% on @(2’ -1t = —2(22 1 nz:% on n(z—1)

— (=" *! no1-2 _ (=D e
=D )T =) (-
n=0 n=1

2k+4 2k+4
k=—2 k=—-2
1 1 X (—=1)F(k +3) k
_ _ — 1)k,
1—12 1z-1 ; = Gl

k=0
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2. Sea z = €, entonces por la expresién del seno en términos de la expo-
nencial de un imaginario, éste se puede reescribir como:

1 . . 1 1
9= — 0 —if _ =
sen 22‘(e e ") 5 (z z) ,
1 IRV | 1\?
2
0= |— [ — [— R
—s sen [% ( )} ! < >
P A S E e CES Y
4 22 4 22
de modo que se puede hacer un cambio de variable entre z y 6, dado por

z=¢e"% = dz =1ie"df = izdf, en particular, para 6 € [0, 27), el cambio
de variable parametriza una circunferencia de radio 1, asf:

mde 1 1
1 29 i 1 (2422241 dz
0 + sen lzj=1 921 — 3 (T)

. 1
:—7//|Z|_1Z_z(z4_222_~_1)dz

22

1
= —3 _—_dz
/|z|—1 2 - G274

/ 4z d
=1 —— - daz.
|z\:1 254 — 622 + 1

Ahora, para poder resolver la integral anterior con el teorema del residuo,
utilizando w = 22, las raices del denominador son:

+ -4
BEVI L

2622 41=0 = W —6w+1=0 <= wyo=

zZ1 =V 3+ \/g,

Zo = —V3+ \/g,

z3 = 3 — \/g,

Z4 = — 3 — \/g

Al no anular a f(z) = 4z, todas las raices son polos simples del integrando,

ademas sélo z3 y z4 estdn dentro de la regiéon de integracién, asi que la
integral, por el teorema del residuo, sera:

4z 4z 4z
S — Py VT (O S— Res | ———
/|Z|=1 A 621 7”[ es(z4622+1’z3>+ 68(24622+1’z4

= 3,=3+V/8 =
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Los residuos se pueden calcular utilizando las raices obtenidas, ¢ = 3, 4:

Res <4Z z) = lim 1z (z— 2z)
24 —62241"7" 2=z (z—21)(z2 4+ 21)(z — z)(z + 2;) !
= lim 4z
2=z (z—21)(2 + 21) (2 + 2)

(zi —21)(zi +21)22 22 —28 8

por lo que la integral a lo largo de la circunferencia completa es

4z 2 1
—  _dr =27 |——=| = —4mi—,
/|z|_1 2t =622 4+ 1 { \/g} V8

:>/27Td9 —i/ A= dz—4—7T
o l+sen?f J_;2t—622+1 " B

Finalmente, utilizando la periodicidad de sen?  (la mitad del periodo que
sen f), se concluye que:

/5 df _1/2” 7
o l+sen20 4 ), 1+sen26 /8
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3. Sustituyendo F', la integral a calcular es explicitamente:

o 4
/ (ZH) otds.
Coo \ 5% +25—3

Por el teorema del residuo, en general, se tiene que esta integral se puede
evaluar como:

e s+4 <t s+4 o
[ (i) o= [ (imts) o

donde {sy}}_, son los polos de la funcién producto indicada. Para iden-
tificar los polos, basta notar que éstos son los valores s tales que:

= -3
32+25—3=O<:>(8+3)(s—1)=0<:>{81 ) ’
So = 1.

Calculando los residuos con la definicién:

I s+4 st . s+4
Res(F" <8>’81):Res_(52+25,_3>€ ’—3} = My e )
s+4 s+4 1
= i - - - 3) = If st _ _ ~ =3t
>3 (s+3)(s—1)" e(s+3) = lim “—e 1©
o s+4 st B s+4 st
Rﬂﬂﬁm—miﬂuaﬁﬁ ]}£a§+%4f“‘”
4 4
—fm — 1% + est(s — 1) = lim st est = §et,

s=1(s+3)(s—1)

que, al sustituir en la expresién original, se concluye que el valor de la
integral, para cada t € R es:

- s+4 st L3 5,
/m<s2+23—3)6 ds = 1€ —|—46.

A la funcién definida por la transformacién integral

10 = [ Fetas

— 00

se le conoce como la transformada inversa de Laplace de F'y se le denota

por L7HEF(s)}(¢).
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4. Para esto, basta notar que f(z) = (1 + 2)™ es polinomial, por lo que los
coeficientes de su expansién como serie de potencias son justamente los
coeficientes de cada término del polinomio, mas ain, por el teorema del
binomio se sabe que éstos son:

n
n
14+2)" = k.
arar =3 (7):
k=0
Ademés, la funcién g(z) = (jﬂn tiene un polo de orden k + 1 en 0,
entonces, por lo anterior y el teorema del residuo se concluye que:

1 (1+2)" (1+2)" n
Tm et Wdz = Res |:Zk+1,0 = k .
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5. Primero, para zg € {a,}, la hipdtesis sobre los polos de f implica que los

residuos de Zf (ZZ) son tales que:
bn,
Res (f(z) ,an) = lim (z — a,) 1) = ,
zZ— 20 Z—Qn Z— 20 anp — 20

Res (f(z) zo) ~ lim (z - SRIAC T

zZ— 20 zZ— 20
Entonces, por el teorema del residuo, se tiene que:

1. f()dz— (Zo)-i-i

21 z— Z ap — 20
Ty 0 =y Ok 0

en particular, considerando a f analitica en z = 0, lo anterior implica que:
1 f(2) by
— ——dz = f(0) + —
27 /F z 1(0) Z a
n k=1
Restando las dos expresiones anteriores, se sigue que:

1 1 1 1
[ (20 +Zbk(ak20—ak>=2m. Fn’f(2)<220—z)dz

k=1
_ 20 f(z)

-~ 2mi Jp, 2(2 — 20)

dz.

Ahora, aplicando la desigualdad del tridngulo para integrales:

1 f(z 1 f(z 1 f(z
m/r (= E)zo)dz = ﬂ/ z(z(—)zo) ldz| = %/F |z(|z (—)z|0) 2|
<L / de] = = ——thn
=% Jo BB —20]) 27 Ron(Bor — |70])
1 McORn 1 M

< = — .
T2 Ry(Ry —|20]) 27 Ry — |20

De lo anterior, como R,, — co y por las propiedades del médulo:

L/ 7]6(2) dz ‘< S lim M =0

= 2w n—oo Ry, — |20]

1 f(z) _

z— zp)

A su vez, por la primera observacion, el limite anterior es equivalente a:

e

1 1
= f(20) = +Zbk (Zoak+ak>

k=1

A esta expresién se le conoce como expansion de Mittag-Leffler.
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