Variable Compleja I
Enunciados para reposiciones y examen final

Indicaciones

= Este es un examen de trabajo individual.

= Debes entregarlo mediante Moodle, con todas las indicaciones precisadas
en la actividad correspondiente.

= Indica claramente en tus hojas que entregas si estas entregando examen
final o reposicion.

= Si presentas final, debes responder todas las preguntas.

= Si presentas reposicion, recuerda que sélo puedes reponer una unidad.
Deberas responder sélo las de la unidad correspondiente.
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Problemas

Unidad 1

1. (2.5 pts) Sea n € N. Demuestra que:

2m 4 6m 2(n— D7

a) cos— +cos— +cos— + -+ cos —— = —1,
n n n n
2 4 6 2(n—1

b) senl+seni+sen—7r+~~+senu:O.
n n n n

2. (2.5 pts) Sean n, m € Z. Demuestra que ( {/z)™ toma exactamente n/(n,m)
valores, donde (n,m) es el maximo comun divisor de n y m.

3. (2.5 pts) Sean z1,20 € C tales que 21 = x1 + iy; y 22 = 22 + iy2 donde
1, Z2,Yy1,y2 € R. Se define el producto cruz de z; y zo como:

a) z1 X zg = T1Y2 — Y122,

=

21 X 29 = |21]|22] sen 0, donde 0 es el dngulo entre 21 y 22,

o

)
)
) 21 X z9 = Im[Z729],
)

o,

g e —
21 X 29 = 2*1(2122 — 2,’12’2).
Demuestra que las definiciones a)-d) son equivalentes.

4. (2.5 pts) Considera los niimeros complejos 21,25 € C C C4 dados por
21 =T4+1i77y z9 = 2+ 1i32. Calcula:

a) 221 + 1za, b) |2iz122]?, c) zlzz_l,

d) vz, e) ¢~ (22).

Donde ¢! : Co — S es la transformacién inversa a la proyeccién este-
reografica dada por:

o 1(2) = {(o,o,2>, si 2 = o0,

4a 4b 2|z|? s .
P 2P 27 siz=a+1e€C.
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Unidad 2

1. (2.5 pts) Sea f : U C C — C una funcién analitica en U, de modo que
|f2(2) — 1| < 1 para todo z € U. Demuestra que Re[f(2)] > 0 en todo U,
o bien Re[f(z)] < 0 en todo U.

2. (2.5 pts) Sean U,V C C regiones y f(z) = u(z,y) + iv(x,y) una funcién
analitica en U con imagen V. Si h(u,v) es una funcién arménica definida
en V, demuestra que la funcién

H(z,y) = hu(z,y),v(z,y)),
es armonica en U.
3. (2.5 pts) Sea a € C. Demuestra que:
a) Sema = sena,
b) Tosa = cosa.
4. (2.5 pts) Determina en qué dominio es analitica la funcién f : U CC — C

z

dada por f(z) = ze =,
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Unidad 3

1. (2.5 pts) Determina si las series convergen uniformemente cuando |z| < 1.

> Z2 > n 2
SD DL
n=1 n=1

2. (2.5 pts) Determina la regién en la que convergen ambas series y escribe
una forma cerrada para las funciones que representan.

2) > 2i+1 yoob) > (2(2—_Z)ZT)L+1
n=0 n=0

; Qué puedes decir de las formas cerradas calculadas? ;En qué regién con-

vergen simultdneamente dichas series?

3. (2.5 pts) Considera una sucesién {wy, }neny C C tal que:

lim |w,|=7r>0 y lim argw, = ¢.
n—oo n— oo

Demuestra que:

lim w, = re'?,
n—oo

donde argw es el argumento principal de w.

4. (2.5 pts) Calcula el siguiente limite utilizando representaciones en series

de potencias:
, senz?  cosz
lim |-
z—0 z z
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Unidad 4

1. (2.5 pts) Calcula la integral:

/Ede,
.

en cada uno de los siguientes casos:

a) La curva 7 es la circunferencia |z| = 1,
b) La curva v es la circunferencia |z — 1| = 1.

. (2.5 pts) Sea R > 0y ~ la circunferencia de radio R centrada en 0 recorrida
en el sentido contrario a las manecillas del reloj una sola vez. Calcula la

integral:
/ 1+senz
— dz.
~ z

. (2.5 pts) Demuestra que:

N
e .
2

/ e cos(2bx)dx =
0

Sugerencia. Plantea la integral como una funcién F'(b), y con ella determi-
na una ecuacion diferencial para ésta. Considera que ffooo e dzy = N

. (2.5 pts) Demuestra que una funcién analitica f : C — C en todo C que
satisface |f(z)| < |2|™ para alguna n € N y |z| suficientemente grande es
un polinomio de grado menor o igual a n.
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Unidad 5
1. (2.5 pts) Considera C' como la circunferencia |z| = r. Calcula la integral:

1 1
— sen —dz.
2mi Jo z

Sugerencia. {Cudl es la serie de Laurent del seno?

2. (2.5 pts) Sea u : C — R una funcién arménica acotada en C. Demuestra
que u es constante.

Teorema (del médulo maximo). Sea f : U C C — C una funcién analiti-
ca en el interior de la regién acotada por una curva cerrada simple C no cons-
tante, entonces el mdximo de |f| se alcanza sobre la curva C.

3. (2.5 pts) Sea f una funcién analitica en el anillo definido por 1 < |z| < 2
de modo que |f(z)| < 3 para |z| =1y |f(2)] < 12 para |z| = 2. Demuestra
que |f(2)] < 3|z|? para toda z en el anillo.

/C f(2)dz,

4. (2.5 pts) Calcula la integral:

en los siguientes casos:

a) C es la circunferencia con centro en zy = 2i de radio %,
b) C es la circunferencia con centro en zp = 2i de radio %,
¢) C es la circunferencia con centro en zg = 2i de radio g V,
d) C es la circunferencia con centro en zp = 2i de radio %
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Soluciones
Unidad 1

1. Partimos de las soluciones a la ecuacién z™ — 1 = 0, es decir, de las raices
n-ésimas de la unidad, las cuales son:

2mi  4mi 2(n—1)7i

{l,e™ ;e n,..,e =

Utilizamos el hecho de que si {wk}z;é son las raices n-ésimas de la unidad,
éstas satisfacen que:

WOt dw? Wl =0,

entonces, siguiendo esa identidad y la expresion en términos de seno y
coseno de la exponencial se tiene que:

1 + ezzi + 64':{i + e + 62(71/11)71'77 = 07
( 2r 27r> ( 20n —)m 2(n—1)7r>
<14+ (cos— +isen— | +---4+[cos——— +isen ———— | =
n n n n

{ 2 2(n — 1)7T:| [ 27 2(711)71
<= [l4+cos—+---+cos ————| +1¢|sen— + -+ +sen ———
n n n

Igualando partes real e imaginaria, se concluye que:

2(n—1)m

2
14+cos —+---+cos
n

2(n— D7

2w
=0 y sen—+---+sen
n
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2. Por la definicién del méximo comiin divisor de n y m, se sabe que (n,m)|n
y (n,m)|m, asi que existen a,b € Z primos relativos tales que n = (n,m)a
y m = (n,m)b. Ahora, sea z € C con forma polar z = re®?, por la férmula
de De Moivre, las raices n-ésimas de z estan dadas por:

wi = Y exp <2(9 + 27k)

), k=0,1,..,n— 1.
n

La m-ésima potencia de cada una de estas n raices a su vez es:

W = (3/7)" exp (”’”‘("“W’“)) — (/F) " exp (”’”‘n(’) exp <2m’“;") .

n

n

Tomando k£ = 4 = a, se tiene que en el argumento de la segunda

n,m)
exponencial:
k
bm_ mom_ m g
n (n,m)n  (n,m)

asi, por la periodicidad de la exponencial, se sigue que

wy' = wy,

de modo que |[{w]*}| < CXDE

Suponiendo que [{w}*}| < Ty » entonces debe existir k < 2o tal que
wy' = wy,

lo que quiere decir, por un calculo idéntico al primero, que
im6 im6 k
wgt = (/)" exp <zm> = (/1) exp <zm> exp <2m'm> = w}".
n n n

Por lo tanto, se deberia cumplir que:

km n
—=p€ZlZ = kb=pa = ’l@
n (n,m)
pero eso es imposible ya que k < (n—fn) Por la contradiccion, se concluye

que [{w;'}| = (n?m)-
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3. a) <= c¢)| Partiendo de la definicién ¢) y desarrollando el producto:

Zize = (21 — ty1) (22 + y2) = (X122 + y1y2) + i(T1y2 — Tay1).

Asi, tomando la parte imaginaria de la expresién anterior, se tiene senci-
llamente que:

Im[Z122] = 21y2 — T2y1.
b) < c¢)| Sean z; = riet Yy 29 = roe?2 las representaciones polares
de z1 y 22, entonces por la manera en la que se multiplican complejos en
forma polar, se tiene que:

Z120 = r1efirye®? = rirpet270) — i polcos(0y — 0)) + isen(fy — 61)].

Asi, tomando la parte imaginaria de la expresién anterior, se tiene senci-
llamente que:

IIH[ZTZQ] =T1T2 sen(92 — 91) = |Zl||2’2| sen(02 — 01)

b) <= d)| En general, para un niimero complejo w € C con representa-
ciéon w = a + ib donde a, b € R, se tiene que:

w—w

Imfw] =b= 5

Entonces, considerando que el médulo es multiplicativo, se tiene que:

Tm[Z7 2] Z1Zg — 2122 2172 — 2122
122 = - = - .
21 21

Como las definiciones a) y c) son equivalentes, y la definicién c) es equi-
valente a las demds, por transitividad, todas son equivalentes.
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4. Se utilizard la linealidad de la conjugacion y la multiplicidad del médulo:

a) Sustituyendo los valores de z; y za:

221 + 123 = 2(7+477) +i(2 + i32) = 14 + i154 + i(2 — i32)
= T4+ i154 +i2 + 32 = 46 + 1156 = 46 — i156.

b) Por la multiplicidad del médulo y que |w| = |w| para cualquier w € C,
se tiene primeramente:

2712 = (12]lil 7] 22])* = (2]21]]22])? = 4]z "2

Para calcular el cuadrado de los médulos, se tiene en general que si
w = a + ib, entonces:

|w|* = ww = (a + ib)(a — ib) = a® + b2,
asi, para cada uno de los niimeros:

|21]? = 7% + 777 = 49 4 5929 = 5978,
|20|? = 2% 4322 = 4 4 1024 = 1028.

Sustituyendo, se tiene finalmente que el valor numérico es:
12021 20|% = 4|21]?|22|* = 4(5978)(1028) = 24940.
¢) Primero, es posible reexpresar el nimero complejo como:

1A Az
2129 = —

z9 o |2’2|2 ’

Utilizando uno de los valores calculados en el inciso anterior, se puede
dar un valor como:

—1 2122 1 . .
— A2 (74772 — 032
2124 PE |22|2( +477)( 132)
1
- W(14 224 + i154 + 2464)
Z2
1 1239 . 35
— (2478 — iT0) = =2 20
Tozg (2AT8 —170) = = — gy
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d) Se busca w € C tal que w? = 2z;. Si w = a + ib, por igualdad de
nimeros complejos, la condicién anterior se traduce en el sistema de
ecuaciones:

a2 —v? =71,

2 2 2 .
w 21 (a ) +i(2ab) = z; {Qab o

A partir de este sistema de ecuaciones, es posible despejar a y b, de
modo que:

{a2—b2:7, {a4—2a2b2+b4:49,
2ab =77, 4a2b? = 5929,
= a* + 2a%b% + b* = 5978,
= (a® +b%)? = 5978,
= a® + b% = /5978.

Sumando la primera ecuacion del sistema con esta ultima condicion,
se tiene que:

a2—p =7 [V/5978 + 7
’ = 2a° = V597847 = a =+ ———.
{a2 +b? = /5978, 2

Sustituyendo en la segunda ecuacién del sistema original, se tiene
finalmente que:

_ VBITB+T 7
@==+ 2 = b=t
2ab =T7. 2 7\/59;84-7
Entonces w4 = a4 + b4 y w— = a_ + ib_ son las raices cuadradas

de Z1.

e) Para esto, basta sustituir los valores calculados en b), de modo que:

gy o (2 64 2056\ (1 8 257
7= 10327 1032° 1032 ~ \ 5161297129
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Unidad 2

1. Para demostrar esto, se probara la afirmaciéon contrapuesta a la busca-
da, la cual es equivalente 1égica de la original, es decir, se probara que si
Re[f(z)] = 0 para alguna z € U, entonces |f?(z) — 1| > 1 para alguna
zeU.

Teniendo esto en cuenta, sea z € U tal que se cumple la hipdtesis, escri-
biendo a f(z) = u(x,y) + iv(z,y), por hipdtesis se tiene que u(z,y) = 0
para dicho z = x + iy, de modo que el médulo a calcular se reduce a:

[f2(2) =1 = (0 + iv(z,9))* = 1] = | = v*(z,y) = 1] = [v*(z,y) + 1] > 1,

donde la tltima desigualdad se da de que v(z,y) € R, de modo que
v?(x,y) > 0.
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2. Para esto debemos verificar que el laplaciano de la funcién sea 0, recor-
dando que éste se define como:

_0*H | 9°H

AH
Ox? + Oy?

Alser f(z) = u(z,y)+iv(x, y) analitica, satisface las ecuaciones de Cauchy-

Riemann:

ou_ov  ou_ o

oxr 0y’ oy  Ox’
Para calcular las primeras derivadas de H, se puede utilizar la regla de la
cadena, de modo que:

OH Oh 0hou  OhOv cr OhOv  Ohdu

9r " 0x  Oudw  ovdr  oudy 0voy

OH 0Oh 0hou OhOvcr OhOv  OhOu

By oy oudy ovdy  oudw  ovow
donde se utilizaron las ecuaciones de Cauchy-Riemann para las tltimas
igualdades. Para las derivadas de segundo orden se pueden utilizar la regla
de la cadena y la regla del producto, ademés, al ser funciones analiticas,
son de clase C2, por lo que el orden en que se toman las derivadas parciales
no es relevante, asi:

PH 0 [0hdu  Ohdw
mVWJ%m+%m}

_8h (u\®  9%h Qudv  Oh*u
—mxm)+wmm%+mwz
9h (ov\®  9%h dvou Oh v

() 90du 9z 0z | v 02’

o2 \ oz
O _ 0 [hou  ohov
oy2 Oy |Oudy  Ovdy

_Oh (Ou\®  0%h Budv  Ohdu

‘mﬂw) Gudv 0y By ou oy
I () e 0y

dv?2 \ Oy Ovou Oy Oy~ Ov Oy?’

Antes de sumar los resultados anteriores, es util notar que al multiplicar
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se tiene la identidad entre derivadas

parciales:
ou dv ou Ov

dxdr Oy oy’
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Finalmente, sumando las derivadas de segundo orden y por las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, el laplaciano de H es:

0’H 82H

Ox?

a%( >2+ Oh Qudv 0o
ox Oudv 0x Oxr  Ou 02

AH =

Y Ohvou onot
Ovou Oz Ox  Ov Oz2

* dudv 8y By * %87342
) 0%*h Ovou  OhO*v

v

ox

@ 0?h Oudv  Oh d*u
0

o\? | 5h vou _on ot
Oy Ovdu Oy Oy~ Ov Oy?
2

9?h Oudv  OhO?u

s (
s (
a (
() 9udv 9z 0z Ou 0z2
s (
o (
s (
)

0%h Ovou OhO%*v
) 9v0u 0z 9z | 9 022
2 9%h Qudv  OhOu
> " Pudv 0z 0z duoy?
2 9%h dvou  Oh O
) dvdu dz dx + v Oy?

ho(0v\* Oh (0u®  O%h (Ov)’
5‘u2 ou? \ Oz Ov? \ Oz Ov? \ Ox
| [ 0u v O*h  0?h] . oas
- l(m) *(m) 1 Lw*az] = /(@) Ak =0,

donde en la tdltima igualdad se utilizé6 que h es armonica, es decir, que
Ah = 0. Por lo tanto, al ser AH = 0, la funcién H también es armonica.
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3. Sea a € C dado por a = aj + ias con aj,as € R. Notemos que, para
cualquier y € R:

e = cosy + iseny = cosy — iseny = cos(—y) +isen(—y) = e~ V.
a) Partiendo de la definicién del seno de un ntimero complejo zg € C en
términos de la exponencial:
£i%0 _ g—i%0
senzo = ————,
se tiene que al tomar el conjugado:

eia _ e—ia 6ia _ e—ia eia _ e—ia
sena = B = — = -
21 21 —2i

ei(a1+ia2) _ e—i(a1+ia2) eial e—az — e—ia1 ea2

21 21
ela1g—az _ p—iaipaz eial ed2 _ 6*1.041 e~ a2

2 2

eia1+a2 . e*ialfag ei(alfiag) _ 672‘((1172-0,2)

2 N 2

2

b) De manera idéntica, partiendo de la definicién del coseno de un niime-
ro complejo zg € C en términos de la exponencial:

e’LZO +e—120

0820 = ————,

se tiene que al tomar el conjugado:

(eia + e—ia) eta + e—ta eta + e—ta

cosa = =
2 2 2
ei(a1+ia2) + efi(alJriag) eta1 g—asz + e—ta1pasz
2 2
elarg—az 4 g—ia1epaz elai1gaz | g—iaig—az
2 2
eia1+a2 +€—ia1—a2 ei((l1—ia2) +e—i(a1—ia2)
2 2
ezE + e—iE
= = COS a
2
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4. Para esto, se determinard en qué regién se satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, entonces primero es necesario reescribir a f como su
parte real e imaginaria, es decir, hallar u y v tales que f(z) = u(z,y) +
w(x,y). Sea z = x + iy € C, donde z,y € R, entonces:

f(2) = ze7% = (x4 iy)e”TFY) = (2 +iy)e e
=e “(x +iy)(cosy —iseny)
=e “(xcosy —ixseny + iy cosy — yseny)
=e “(xcosy —yseny) +ie “(ycosy — xseny),
de modo que las funciones buscadas son u,v : V C R?> = R dadas por

u(z,y) = e *(xcosy + yseny) y v(z,y) = e *(ycosy — xseny). Las
derivadas parciales de primer orden de estas funciones son:

Ou “F(xcosy + yse cosy) Ou “F(xse cosy — seny)
— =—e "z ny — — = —e “(xseny — — sen
O yry Y Y) Ay y—y Y Y)
ov 796 ov ﬂ,

— = —e "(ycosy +seny —xseny), — = —e “(yseny—+ xrcosy — cosy).
Or dy

Entonces la funcién f(z) = u(z,y) + iv(zx,y) serd analitica en la regién en
la que se satisfaga que:

Ou  0Ov ou  Ov

or oy Y oy ox

Revisando la primera ecuacién:

Ou  0Ov
or oy’
< —e “(xcosy+yseny —cosy) = —e “(yseny + xcosy — cosy),

la cual se cumple para cualesquiera z,y € R, asi que se cumple la primera
ecuacion. Revisando la segunda ecuacién se tiene que:

ou  Ov
oy  Ox’
< —e “(xseny —ycosy —seny) = —e “(—ycosy —seny + xseny),

la cual se cumple para cualesquiera x,y € R, asi que se cumple la segunda
ecuacion.

Al satisfacerse las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo C, se concluye
que f es analitica en todo C.
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Unidad 3

1. Sea z € C tal que |z] < 1.
a) Tomando el médulo de cada término de la serie se tiene que:

[ I e

n2|  n2 " n?

)

n2

entonces, en particular la serie completa es tal que:
o0
n=1
De la ultima serie se sabe que converge, especificamente:
o0
PR
— = — < 0.
n? 6
n=1

Considerando la sucesion {#}n N’ la cual acota superiormente a la
sucesion de modulos de la serie original y converger su propia serie,
por el criterio M de Weierstrass, se concluye que la serie original
converge uniformemente cuando |z| < 1.

oo

1
<Zﬁ'

n=1

z
n2

b) Tomando el médulo de cada término de la serie se tiene que:

P 2 Zz \z|"2 <

2

n
on®

n
= 2n2

n
2’)12 9’
entonces, en particular la serie completa es tal que:

oo

> |
—Z
on?

n=1 n=

<Zn

on?’
1

Para estudiar la convergencia de la tltima serie, utilizando el criterio
. . < [ n )
de la razoén se sigue que, para la sucesién {a, }nen = {F}nGN'

Ap+1
an,

n+1
L = lim 20412

n—oo

= lim
n—00 —
2TL

2
o (nA1)2m 1 1
=, e = () g =0

y como L = 0 < 1, la serie de términos {a,}nen €s convergente, y
por ende, por el criterio M de Weierstrass, se concluye que la serie
original converge uniformemente cuando |z| < 1.
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2. Para ambas series se utilizara el criterio de la razén.

e . . 7 e n
a) Utilizando el criterio de la razén para la sucesién de sumandos { SnTT },
se tiene que la serie converge cuando:

Ll
; an+1 ; nF2 ; z z
lim |2 <1 < lim —2;" = lim |=| =|=]|,
n—oo | Qp n—oo | o2 n—oo | 2 2

de la ultima desigualdad se concluye que la serie converge cuando
‘%‘ < 1 o, equivalentemente, cuando |z| < 2. Para la forma cerrada,
es posible obtener una serie geométrica, de modo que:

2" Ie=~/z\" 1 1 1
Zzn+1:52(§) T21-: 2-z

b) De manera idéntica al inciso anterior, utilizando el criterio de la razén

(z—9)"

ara la sucesion de sumandos -+ &, se tiene que la serie con-
(271) + )

verge cuando:
(z—i)"+!
—\yn+2
<1 < lim [Z207 = )iy

n— o0 (z—i)" n— oo
(Q_i)nJrl

z—1
2—14

zZ—1
2—1

Ap+1
QAp

lim =

n—oo

)

de la ultima desigualdad se concluye que la serie converge cuando

21| < 1, o equivalentemente, cuando |z — i| < |2 —i| = /5. Para
la forma cerrada, es posible obtener una serie geométrica, de modo
que:
i (z—i)" 1 i(z—i)n_ 1 11
_ . +1 - _ . _ . - _ . —9 - _ .
—(2—0)" 2—i = \2—i 2—-i1-%= 2-=z

Se puede observar que la forma cerrada es la misma aunque para dis-
tintas regiones de convergencia: la primera converge en el disco |z| < 1
y la segunda en el disco |z —i| < v/5; por la misma razén, convergen
simultaneamente en la intersecciéon de ambos discos.
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3. Tomando cada término de la sucesién como su descomposicién en parte
real e imaginaria w, = u, + 1v,, de modo que:

u, = Re[wy] = |wy| cos(arg(wy,)),

vp, = Im[w,] = |w,|sen(arg(wy,)).
Entonces, por la continuidad del seno y del coseno (reales) se tiene que:

Jimw, = lim [Jw,| cos(arg(w))]

= [ lim \wnq cos ( lim arg(wn)) =TrCosy,
n—oo n—oo

Jim_ v, = 1im [|wn]sen(arg(wy))]

[ lim \wnq sen ( lim arg(wn)> = rsen .
n— oo n—oo

Asi, como una sucesiéon de nimeros complejos converge si sus sucesiones
de parte real e imaginaria convergen, se concluye que:

lim w, = lim (u, +iv,) = lim wu, +¢ lim v,
n— oo n—oo n—oo n—oo

= rcos @ + irsen o = 7(cos p + isen ) = re'f.
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4. Las series de Taylor de seno y coseno son:

R S G VL w? w® W
senwfn=O @nt 1) =w 3l + =] = + ,

& (D", w? wt
cosw—z(zn)!w _1_§+1_H+“"

n=0

Ahora, la funcién a la que se quiere calcular el limite se puede reescribir

como:

sinz? cosz sin 22 — 22 cos z

1 2 1 J

z z z

entonces, a partir de las series de potencias conocidas, componiendo con

2% v multiplicando por z2:

TR S G ) S

s 2 _n:0(2n+1)!(z) R I TR

2 _ ax (=17 o2n _ 2 A

zcoszfzz(Qn)!z =z §+E aJr )
n=0

. 2 2 24 1 1 6 ZS
= sinz® —z“cosz = — — 7+ﬂ -4

2
sinz? —2%cosz 1 5 , =z
1 5772 — 4.

z 24 8!

Tomando el limite de lo anterior:

’ sin z2 — 2% cos z i 1 5 o 24 n 1
m|———————— | =llm (- ——2"——+ - | = =.
250 A 2S0\2 721t T 2
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Unidad 4

1. Recordando que si o : [a,b] C R — C es una parametrizacién de una curva
en C, la integral de una funcién f a lo largo de o se define como:

/Uf(z)dz = /abf(g(t))a'(t)dt,

Considerando esto:
a) La circunferencia de radio 1 se puede parametrizar como  : [0, 27] C

R — C dada por (t) = e (asi que 7/(t) = ie'). Sustituyendo en la
expresién para la integral a lo largo de la trayectoria:

2T ] 27 o 27 )
/E2dz = / (eft)2ie'dt = z/ e 2iteltdt = z/ e dt
el 0 0 0
27 27
=1 [/ costdt — z/ sentdt} =0.
0 0

b) La circunferencia de radio 1 centrada en 1 se puede parametrizar
como 7 : [0,27] € R — C dada por y(t) = 1 + e (asf que ~/(t) =
ie'). Sustituyendo en la expresion para la integral a lo largo de la
trayectoria:

2m 2m
/ZQdZ — / (eit + 1)2ieitdt — Z/ (e—it + 1)2€itdt
¥y 0 0

27 ) ) )
= z/ (e7 2 4 2e7" 4 1)e'dt
0

27 ) 27 27 )
=i [/ e—”dt+/ 2dt+/ e”dt} = 4mi.
0 0 0
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2. Como la funcién f(z) = 1 + senz es analitica, ya que sen z lo es, por la
férmula integral de Cauchy para la n-ésima derivada, el valor de la integral
se puede calcular como:

l+senz l+senz 2w (3)

Como por hipétesis la circunferencia sélo se recorre una vez y el 0 si estd
contenido en la regién acotada por la circunferencia, el valor de n(v,0) = 1.
Para la tercera derivada de f, utilizando las reglas de derivacién para las
funciones trigonométricas, se tiene que:

2

d3
() = ﬁ(senz +1)= @(COS z)

&f
dz3

= a(— sen z) = — cos z.

Sustituyendo esto en la expresiéon encontrada para la integral, se concluye

que:
1+senz 211 2mi T
/Wzéldz = ?n(%o)(f cos0) = — = 751'
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3. Definiendo a la funcién F' como:
F(t)= / e cos(2tx)dz,
0

en particular, por hipétesis y paridad de 22, se sabe que:

<, 1 [~ _,
F(0) =/ e dr = 7/ e dy = ﬁ
0 2 2

— 00

Ahora, el integrando dado por la funcién g(t,z) = e~ cos(2tz) es de
clase C*°, en particular es de clase C' en ¢, con primera derivada parcial
respecto a t dada por:

0 0

8? =% (e_mz cos(2ta:)> = —2ze" sen(2tz).
Entonces, de nuevo por ser g de clase C! en t, es posible aplicar la regla
de derivaciéon bajo el signo de la integral, de modo que la derivada de F’
es:

!/ _i/oo —w2 _/Oog —w2
F'(t) = i, e~ " cos(2tx)dx = b (e cos(2tx)) dz

o0 2
= 7/ 2ze” " sen(2tx)dx.
0

Desarrollando esta iltima integral por el método de integracion por partes
se obtiene la ecuacién:

F(t)

o0 2
- / 2xe™ " sen(2tx)dx
0

Tr—r 00

= [ e sen(2tx)

} - Zt/ e cos(2tx)dx
0

=0

—2t/ e cos(2tx)dr = —2tF(t).
0

Al ser una ecuacién diferencial de primer orden separable, se sabe que su
solucién se puede obtener con:

dF 1 dF
i V) S ¥
dt F dt

e I|F|=—24c¢ < Ft)=Cue ",

Para obtener el valor de Cy, se puede utilizar la condicién inicial de F'(0),
asi:

F(0) = Cae® = Cy — Cy = F(0) = g
Sustituyendo el valor de Cs y evaluando en ¢t = b se concluye que:

F(b) = / e cos(2tz)dx = ?e*b2.
0
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4. Para probar esto, es importante considerar el siguiente lema:
Lema. Sea f : U C C — C una funcién analitica tal que existe su (n+ 1)-
ésima derivada y ademas ésta es 0 en U. Entonces f es un polinomio de
grado menor o igual a n.
Demostracion. Procediendo por induccién.

CB n =0. Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) analitica en U tal que f'(z) =0,
en particular se tiene que:

FE) =0 = [(2) = GH() +igh(2) = 5(:) —igh2) =0,

oz
que igualando partes real e imaginaria, se concluye que u y v son
constantes, de modo que f es constante.

PI Suponiendo que la afirmacién es vélida para n — 1, es decir, que si
f:U CC — C es una funcién analitica tal que existe su n-ésima
derivada y ademas ésta es 0 en U, entonces f es un polinomio de grado
menor o igual a n — 1. Sea f analitica en U tal que f(**1(z) = 0.
Como f es analitica, su primera derivada f’ también lo es, ademds
ésta es tal que f/(™) = 0, entonces, por hipétesis de induccién:

FWz) =0 = f(2) =an—12""" +ap_22" 2+ +arz +ao,

para algunos ag,...,a,—1 € C. Integrando la expresiéon anterior se
tiene que:

z
f(2) = f(20) :/ f’(w)dw = an*lz”—kﬂz”_l—%- : -+a1z2+aoz,
20

n n—1
es decir, f es un polinomio de grado menor o igual a n.

Por el principio de induccién, la afirmacion es valida para todo n € N.
Para probar la afirmacién, por hipétesis existen rg > 0 y n € N tales que
|f(2)] < |#|™ para |z| > ro. Entonces, para zp € C y v la circunferencia
de radio R con centro en zg, por la férmula integral de Cauchy para la
n-ésima derivada se tiene que:

f(n+1)(20) — L/ ( f(Z) dz

2mi z—2z9)n 2
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Tomando R > 1o + |20] ¥ |z — 20| = R, se puede acotar el médulo de lo
anterior como:

1 f(2) 1 |f(2)]
")l = |5 [ e < o [ d
|f (20)] 27TiL(Z—Zo)"+2 1S or /., |Z—ZO|"+2| z
1 2" 1 (R + |20])"
— | —— _ldz| < ———="27R
“2m ), |- 20\7”2‘ 2l < o Rrtz "
_ (B |z0])"
- Rn+1 .

Tomando el limite cuando R — oo se tiene que:

(B +[20])" _

lim [ (20)| < lim =0
R—

R—oo o0 Rnt+1
— f(n+1)(2’0) — O7

entonces, como 2o € C fue arbitraria, por el lema se concluye que f es un
polinomio de grado menor o igual a n.
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Unidad 5

1. Siguiendo la sugerencia, recordando que la serie de Laurent alrededor de
w = 0 del seno es:

_ - (71)71 2n-+1
senw = Z mw .

n=0
Entonces, componiendo con la funcién f(z) = %, la serie de Laurent del
integrando es
& (e
sen — = —_
z Z (2n + 1)1z2n+1
n=0
Asi, al ser z = 0 una singularidad esencial de la funcién, por el teorema
del residuo se concluye que:

1 1
—— [ sen—dz = Res <sen,0> =u_q=1.
2mi Jo z z
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2. Como u es arménica en un dominio conexo, existe una funcién analitica
f en C, es decir, entera, tal que

u = Re[f].

También, al ser u acotada, existe M > 0 tal que |u(z)| < M para cualquier
z € C. Entonces el médulo de ef se puede acotar como
(@)

‘ef(z)

eu(fc,y)-l-iv(%y) ‘ —

v (@y) ‘

et@y) | — gul(z.y) < elw(@:y)l <eM,

Asi, como la exponencial compleja es una funcién entera y f también es
entera, su composicién ef es entera. Al ser e/ una funcién entera y acotada,
por el teorema de Liouville se sigue que es constante, es decir

() .

para algin wg € C. Derivando la expresién anterior y utilizando que la
exponencial no se anula, se tiene para z € C:

(ef(z)>/ = f(2)ef® =0 = f'(2)=0.

Al ser f de derivada 0 en todo C, se sabe que f es una funcién constante,
por lo que se concluye que:

f(z) =20 = 201 + 1202 = u(z,y) = Re[f(2)] = 20,1
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3. Primero hay que notar que la frontera del anillo son las dos circunferencias
definidas por |z| = 1y |z| = 2, en particular, en esta frontera se cumple
por hipétesis que:

y 2] =2 = |f(?)] <12 <= |f1(;)|§1
Sea ¢ definida por g(z) = J;(ZZQ), la cual es analitica en el anillo, particular-

mente en su interior, ademaés:

2 =1 = |g(=)| = J;(;) = |§|(;l| = lf(;ﬂ <1,
=2 — 1ol = [53] - Y = <0

Entonces el médulo |g(z)| estd acotado por 1 en la frontera del anillo, asf
por el principio del médulo maximo, para cualquier z en el anillo:

lg(2)| <1 <= [f(2)] < 3|2
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4. Los polos de la funcién f(z) = son:

1
z(22+1)

z =0,
=0
z(22+1)04:>{zz+1’ MRl £
z = ) .

z —1

Y los residuos en cada uno de estos polos simples son:

1
Res(f,0) = lim zf(z) = lim 1
z—0

2%022—}—1:

9

Res(f,i) = lim(z — i) f(2) = lim ﬁ -

Res(f,—i) = lim (z +14)f(z) = lim _ ——.

z——1 zZ——1 z(z — Z) 2
Teniendo en cuenta lo anterior:

a) En la regién acotada por C, f es analitica, por lo que:

/Cf(z)dz =0.

b) La regién acotada por C sélo contiene al polo en z = i, entonces por
el teorema del residuo:

/ f(z)dz = 2miRes(f,i) = —mi.
c

¢) La regién acotada por C' contiene a los polos en z = 4,0, entonces
por el teorema del residuo:

/Cf(z)dz = 2mi[Res(f,4) + Res(f,0)] = mi.

¢) La regién acotada por C contiene todos los polos en z = 4,0, —1,
entonces por el teorema del residuo:

/C f(z)dz = 2mi[Res(f,i) + Res(f,0) + Res(f, —i)] = 0.
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