Variable Compleja I
Unidad 1: Tarea en equipo con soluciones

Problemas
1. Demuestre las siguientes desigualdades.

a) Para z,w € C, se cumple que ||z| — |w|| < |z —w],

b) Utilizando argumentos geométricos, para todo z € C,
|z = 1] < [|2] = 1] + [2[[arg(2)],

¢) Para a,b € C tales que |al,|b] < 1,

a—>b
< 1.
=
2. Utilizando la identidad
1_ n+1
1+Z+22+---+2n=4
1—=2

demuestre la identidad trigonométrica de Lagrange:

1 sen (Zntlg
1+ cos(6) + cos(20) + - - - + cos(nf) = = + (729)
2 2 sen (5)
3. Demuestre que tres ntimeros complejos z1, 22,23 € C son los vértices de

un tridngulo equilatero si y sélo si satisfacen que

2 2 2
Z1 + 25 + 23 = 2122 + 2923 + 2321.

4. Demuestre que dos nimeros complejos z,w € C tienen imagenes diame-
tralmente opuestas en la esfera de Riemann bajo la proyeccién estereografi-
ca siy sdlo si zw = —1.

5. Sea {C1,...,Cp} C C una familia de subconjuntos poligonal-conexos. Su-
poniendo que éstos cumplen

CiNCy# @, ConNCs £, - ,CoiNCy# O

Demuestra que U;;l C; es poligonal-conexo.
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Soluciones

1. Para demostrar las tres desigualdades, es 1util tener presentes todas las
definiciones y resultados sobre el médulo de un ntimero complejo expuestas
en la entrada de blog del curso: El Plano Complejo C https://blog.
nekomath.com/variable-compleja-i-el-plano-complejo/.

a) Recordando que, en general, para u,v € C, el médulo satisface que
luv| = |ullv|
Se sigue inmediatamente que
|z —w| = |(=1)(w —2)| = [ = 1flw— 2| = |w— 2| (1)

esto prueba la propiedad de simetria de una métrica. El caracter como
métrica del médulo se discute con més cuidado en la entrada de blog
del curso: Topologia de C. También es conveniente tener presente que
para cualesquiera u,v € C, se tiene la Desigualdad del Tridngulo

u+ o] <ful + o] (2)

Entonces, para z,w € C, utilizando primero (2) se tiene que:

Izl =z —w+w| =|(z — w) + w|
<z —wl+ [wl
= 2| = |w| < |z — w| (3)

Resaltando que en la segunda igualdad se utilizé que al ser C un
campo, su suma cumple el ser asociativa. Siguiendo el mismo proce-
dimiento con el médulo de w:

w| = fw =z + 2| = |(w = z) + 2|
<fw = 2| + 2]
= |w| = [z] < fw - 2|
= —(lz] = |w]) <[z —w|
= —lz-w| <z] = |w| (4)

Donde en la peniltima desigualdad se utilizé la propiedad de simetria
del médulo como métrica probada en (1). Tomando simultdneamente
a (3) y (4) se tiene finalmente que:

def.
—lz —w| <[z = Jw| <z —w| =5 |lo] =~ wll < |z —w|  (5)

Donde al final se utiliza la definicién del valor absoluto de un ntimero
real. Probando asi la desigualdad deseada.
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b) Tomando a |arg(z)| como el menor valor no negativo del conjunto

arg(z). Ahora, utilizando la desigualdad del tridngulo se tiene prime-
ramente que:

|2 =1 = [(z = [2[) + (|2 = DI < [z = [2[] + [|2] = 1] (6)

Entonces, demostrando que |z — |z|| < |z||arg(z)| se concluiria la
prueba. Geométricamente, |z — |z|| representa la distancia entre los
complejos z y |z| = |z| + 90, que al tener los dos la misma norma,
ambos estdn sobre la circunferencia de radio |z|, més atn, la distancia
entre los complejos, al ser equivalente a la euclidiana, representa la
longitud del segmento que une a los niimeros como puntos del plano.
Lo anterior se representa en la siguiente figura.

z||arg(z)|

0.5

z|

Figura 1: Representacion gréfica de los complejos z y |z|, asi como del segmento
que los une y en la circunferencia sobre la que estan.

Entonces, recordando de cursos de Geometria que la longitud del
arco de una circunferencia de radio r que abre un angulo 6 estd dado
por £ = rf, se tendria en este caso que dicha longitud de arco es
|z||larg(z)|, de donde se sigue inmediatamente que

|z = |2l| < |zllarg(2)] (7)
Sustituyendo (7) en (6) se concluye que
|z =1] < |z = |z]| +[l2] = 1] < [[2] = 1] + |=][arg(2)] (8)
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¢) Primero supongamos que |a| = 0 (andlogo para |b] = 0), entonces

a=0: ,
‘_1’ = |b] <1 (por hipétesis) 9)
En el caso en que |a| = |b] = 0 se tendria que
0
H —0<1 (10)

Tomando entonces, |a|, |b| # 0. Para probar esto, primero es conve-
niente desarrollar para cualesquiera z,w € C su médulo cuadrado,
directamente de la definicién de éste:

|2 —wf? = (2 = w)(z —w) = (z — w)(z — W)
= zZZ — 2W — ZW + ww

= |z|2 —Zw — 2w + |w|2 (11)

Ademais, al ser el médulo no negativo se cumple que para cualquier
ueC:

2| >0y 2] <1 = [2]2<1 <= 1—]2)*>0 (12)
Utilizando que |a, |b] < 1 se sigue que, por (10):
0<(@—]a)A~[bP) <= 0<1—lal* o] +a*B]*  (13)
Pero reescribiendo esta tltima expresién se llega a la equivalente:
1 [af? = [bf2 + [af?[b[2 = 1 — [af? — [b[? + [a[2(b]? + (@b — @) — (ab — ab)
=1—ab— ab+ |ab|*> — |a|® + ab+ ab — |b]?
= |1 —ab* - |a — b? (14)
Entonces, de (9) y (11) se tiene finalmente que

0<(1—af)(1—1[b*) = 0<1—laf*—[b]*+ |af*[b]
— 0<|l—ab]®—|a—0b]?

— |a—b]* < |1 —ab]?
2

a—>b
1
1—a|
a—2b
1 15
1—ab’< (15)

Probando asi la desigualdad deseada.
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2. Considerando z € C de norma 1, siguiendo resultados de la entrada de blog

del curso: Forma Polar. Potencias en C. https://blog.nekomath.com/

variable-compleja-i-forma-polar-potencias-y-raices-en-mathbbc/,

se tiene la representacion polar de z como:
z=cosf +isend, 0<0<2m

Antes de seguir, es importante notar que en este caso al tomar conjugado
y por el Teorema de De Moivre:

Z =cosf —isen = cos(—0) +isen(—0) = [cosf +isend] ' = 271 (16)

Ahora, utilizando la férmula dada para la suma de potencias de un com-
plejo, utilizando de nuevo la formula de De Moivre:

1— n+1
#:1+Z+22+...+Z”*1+Z”
1—-2
=1+ [cosf+isend] + ---+ [cosf + isend]”
=1+ [cosf+isenf] + -+ [cosnf + isennd)

=[14cosf+---+cosnb| +i[senf + - - - + sennb] (17)

De esta ultima expresién se hace notar que la suma buscada se puede
calcular entonces como

(18)

1_Zn+1
1—|—cos€—|—-~-—|—cosn9=Re[ }

1—=2

Calculando explicitamente el cociente de (16) para el z considerado, utili-
zando la relacién de (14) y sustituyendo z en su forma polar:

1—2z"tt (1—-2tH(1—-2) 1-2"H -z 4zt

11—z  (1-2)(1-%2)  1—z—-2+|z
1—Zn+1—§+2_12n+1 1_2n+1_§+zn
- 1—z2-z+1 T 2z

1 —[cos® +isen 0"t — [cos O — isen 6] + [cos @ + i sen O]
2 — [cosf + isend] — [cos @ — isen )

1 —[cos((n + 1)8) + isen((n + 1)0)] — [cos§ — isen 8] + [cos nh + i sen nb)

2 —2cosb

1—cos + cosnf —cos((n+1)0)  senf + sennf —sen((n+ 1)0)

- 2 —2cosf T 2 —cosl

(19)

De (17) y (16) se sigue directamente que la suma es pues:

1— n+1 1— — 1
14cos§+- - -+cosnb = Re [ : } = cos 6 + cosnf — cos((n + 1)6)

1—=2 h 2 —2cosf
(20)
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La conclusién del ejercicio es un ejercicio de algebra utilizando algunas
identidades trigonométricas usuales:

1 —cos + cosnf — cos((n + 1)0) 1—coséd cosnb — cos(nd + 0)

2 —2cos¥ 2[1 — cos 6] 2[1 — cos 6]
cosnb + sennb sen § — cos nb cos o
2[1 — cos ]

1

2

1 sennfsend cosnf[l — cosb)
§+ 2[1 — cos ] 2[1 — cos 0]
1
2

sen nf [2 sen g Ccos %] cos nd sen g

2[1 — cos 0] 2 send

+

)
2 6 cosg 0

2sen & } cosnfsen 5

sen nf {2 sen

+

2[1 — COS 9] 2 sen g
sen nb [1 — (1 — 2sen? g) cos g] cosnb seng
2sen 4[1 — cos 0] 2sen 4
sennf[l — cosf]cos §  cosnfsen g
2sen 4[1 — cos 6] 2sen §
sen nd cos g + cos nb sen %
0
2
2n+1
1 sen (n9 + g) 1 sen <(27)0)
5 5 g 9
2 2sen 5 2 2sen g
(21)

+

+

+

I R N N I N I R

2sen

Donde la tltima expresién es la buscada.
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3. =] Sean z1, 22, 23 € C complejos tales que son vértices de un tridngulo
equilatero.
Por un lado, al ser un tridngulo equildtero, se sabe que sus lados miden
lo mismo, esto en términos del médulo como métrica se puede expresar
como:
|21 — 22| = |21 — 23] = |22 — 23] (22)

Ahora, por ser un triangulo equildtero se sabe también que sus angulos in-
ternos miden +% (dependiendo del sentido en que se midan), entonces por
las propiedades del argumento respecto al producto y el cociente descritas
en la entrada de blog del curso: Forma Polar. Potencias en C. https://
blog.nekomath.com/variable-compleja-i-forma-polar-potencias-y-raices-en-mathbbc/:

+0 = arg(z — 23) — arg(z — 23) = arg (Zl — Zd) (23)
3 22 — 23

Entonces, de (20) y (21), se puede estudiar en forma polar el problema:

21 — 23

— . — 1+

= ‘Zl Zd‘ =1 <= ] = cos (:I:Z)—l—isen (j:z) = 72\/3
‘Z2_Z3‘ 2o — 23 3 3 2
(24)

Z9 — 23
Desarrollando la igualdad en (22) se tiene finalmente que:

— 1414
ams _1EVS 221 — 23) = (1£iv3) (22 — 23)
Z9 — 23 2

221 — 223 = 29 — 23 £ i(29 — 23)\/§

221 — 223 — 29 + 23 = :I:i\/g(zg — 23)

(221 — 29 — 23)%2 = |iV/3(22 — 23):|2

4zf + zg + zg’ —dz129 — 42321 + 22923 = —3(23 — 22923 + zg)
42% + zg + zg + 323 + 3z§ = 62923 + 42120 + 42321 — 22923
427 + 25 + 23) = A(z122 + 2223 + 2123)

z% + z% + z§ = 2129 + 2923 + 2321 (25)

frreur il

Donde la dltima expresion es precisamente la buscada. La implicacién <—=|
se sigue de la anterior ya que todos los argumentos fueron equivalencias.
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4. En este caso se utilizaran los resultados de la entrada de blog del curso: El
plano complejo extendido Co,. https://blog.nekomath.com/el-plano-complejo-extendido-mathbbc.
infty/|
Sea (x,v,2) € S?, asf su punto diametralmente opuesto es (—z, —y, —z) €
S2. Ahora, utilizando el que 2Re(z) = z +Z y 2ilm = z — %, es posible in-
vertir la proyeccién estereografica (construida como en la entrada de blog)
dando asi:

1 2 -1 z2+z z—z |2]*-1
:C S = 26
A (1+|z2’¢<1+|z2>’|z|2+1 (26)

Asi, para z,w € C, el que tengan imdgenes diametralmente opuestas en la
esfera de Riemann bajo la proyeccion estereografica es equivalente a:

~1(2) 1 () z4+7Z z—2z |22 -1 —w—-w w-w 11— |w?
s Z)=—T w) < 5 ; = ) )
141212741+ |2]2) " |22 + 1 1+ w2’ i(1+ |w]?) w2+ 1

2+ Z+ zlw]? +Z|w|? = —w — W — w|z|? — w|z|?
— 272+ z|w]? - zZlw|? = —w + W — w|z]? + w|z|?
rwl? + [2]* = [w]? =1 = —[zw]* + [2]* — [w]* + 1

2+ z|w]? = —w — wl|z|?
|zw| =1

T = _lwPatlz?)
{ZU} = T w]?

|zw] =1

Entonces, del ultimo par de igualdades, el problema se reduce a probar
que:

— w|?(14]z]?
{Zw =~ ERE e e (27)
|zw| =1
=] Supongamos el lado izquierdo de (25), veamos que zw = —1.
Por la primera condicién se sabe que 2w es un real negativo, ahora, como
|zw| = |zw| = 1, se concluye que zw = —1.
<—=| Supongamos que zw = —1, veamos que se cumple el lado izquierdo
de (25).
Es inmediato que |zw] = | — 1| = |zw| = 1, ademés:
— 1+ |wf? |zw]? + w]? |22 w]® + |w]? |w](1 + |2[*)
w=—-1=— = — = — = —
1+ |wf? 1+ |w]? 1+ |wf? (1+ |wf?)
(28)

Entonces, al cumplirse (25), se concluye lo deseado.
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5. En este caso se utilizaran los resultados y nociones de las entradas de blog
del curso: Topologia de C.https://blog.nekomath.com/variable-compleja-i-topologia-de-mathbb
y Conezxidad y compacidad en un espacio métrico. https://blog.nekomath.
com/conexidad-y-compacidad-en-un-espacio-metrico/|
La prueba se hard por induccién sobre el niimero de subconjuntos poligonal-
CONEXOS.

= Base n = 2. Veamos que si C; y C5 son poligonal-conexos tales que
C1NCy # &, entonces C1UCY es poligonal-conexo. Sean p, g € C1UC5,
se tienen tres casos entonces:

e Sip,g € (4, el resultado es trivial por la hipétesis sobre Cf,
analogo si p,q € Cy,

e Sipe Cyyq € Cy (andlogo para ¢ € C; y p € Cy). Como
C1NCy # @, existe un r € C1NC5. Ahora, como C es poligonal-
conexo, existe un poligono parametrizado por f : [0,1] — C tal
que f(0) = py f(1) = r, de manera similar, como r € Cs y
C5 es poligonal-conexo, existe un poligono parametrizado por
g:10,1] = C tal que g(0) =7y g(1) = ¢. Definiendo:

f(2¢), 0<

h:[0,1] — C, h(t){g(%_l) L
, 1<

se tiene un poligono parametrizado (h es continua ya que h(%) =
f(1) = g(0)) que para t € [0, 3] coincide con f y para t € [3,1]
coincide con g, es decir h([0,1]) C C1UCYy, asi se tiene que C;UCH
es poligonal-conexo.
= Paso inductivo. Supongamos que U;:ll C; es poligonal-conexo, vea-
mos que U?Zl C es poligonal-conexo.
Notando primero que por definicién de union:

n n—1
Uec={Uclvc, (30)
j=1 j=1

y, como C,_; C U;:ll Cjy Cn_1NC,, # &, en particular {U?:_ll C’j} N

C, # @. Entonces, denotando C] = U;:ll C; y Ch = C,, se tiene
que (28) puede reescribirse como

UJei=ciuds (31)

=1

Asi, como Cf y C% son poligonal-conexos (hipétesis de induccién)
tales que C1 NCY # &, por la base de induccién se sabe que su unién
es poligonal-conexa.

Por lo tanto, por el principio de induccion, la afirmacién es vélida para
todon € N.
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