Variable Compleja I
Unidad 3: Tarea en equipo con soluciones

Problemas

1. Sea A C C un subconjunto compacto y {fn}tnen, {gn }nec sucesiones de
funciones continuas en A tales que existen f,g: A C C — C de modo que:

fn— gn — g cuando n — oo,
uniformenente en A. Demuestra que:
fngn — fg cuando n — oo,

uniformemente en A.

2. Sea 0 < r < 1. Demuestra que:

> 1—1rcosf > rsenf
n;)r cos(n) 1—2rcosf +r?2 Y ngor sen(nf) 1—2rcosf +r?2

3. Utilizando la expresién del seno como serie de potencias, calcula una ex-

presion en serie para la funcién f(z) = 15 alrededor de cero.

4. Los ntimeros de Fibonacci {F), },cn se definen recursivamente como:
Fy=0, Flz]-v F,=F, 1+ F, .
Demuestra que {F, }nen son coeficientes de la expansién en series de una

funcién racional y, con ella, da una forma cerrada para Fj,.

5. Un primer vistazo a la funcion (. Considera la serie 220:1 #
a) Demuestra que la serie converge para p > 1,
b) Demuestra que la serie diverge si p <1,

¢) Demuestra que si p es complejo, la serie converge si Re[p] > 1.
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Soluciones

1. Sea ¢ > 0. Lo que se quiere demostrar es que existe N € N tal que para
n > N y para todo z € A se cumple que:

| fn(2)gn(2) — f(2)9(2)] < e.

Lema. Existen N7 € Ny M; > 0 tales que para n > N; y para todo
z € A:
|gn (2)| < M.

Demostracion del lema. Como g, — ¢ uniformemente en A y cada g,
es continua, se sabe que entonces g es continua en A también, y es un
resultado conocido que las funciones continuas en un subconjunto com-
pacto alcanzan su méximo y su minimo, en particular méx.c 4 |g(2)| < oo
(ocurre algo andlogo para la sucesién {f,}nen v f). Ahora, por la con-
vergencia uniforme, en particular para ¢* =1 > 0, existe N7 € N tal que
para cualquier n > Ny y z € A:

l9n(2) —9(2)] <1 = |gn(2)| <1+ |g(2)| <1 +Izne‘cij<lg(2)| < o0,

entonces, tomando M7 = 1 + méx,c4 |g(2)|, se tiene que para N; € N
dado se cumple que |g,,(2)| < M;.

Utilizando el lema anterior, es posible estudiar la convergencia uniforme
del producto. Sea z € A:

[fn(2)gn(2) = F(2)g(2)] = [fa(2)gn(2) = f(2)gn(2) + f(2)gn(2) — f(2)g(2)]
< [fn(2)gn(2) = f(2)gn(2)] + £ (2)gn(2) = f(2)9(2)]
= lgn () fn(2) = F(2)| +[F(2)llgn(2) — 9(2)]

Por el lema anterior, considerando Ny € N y M; > 0 los valores tales que

paran > Ny y z € A, se tiene que |g,(z)| < My, y considerando My > 0
como My = méx,ca |f(z)|, para n > N se tiene que:

[fn(2)gn(2) = F(2)9(2) < lgn(2)[[fn(2) = f(2)[ + [f(2)llgn(2) — 9(2)
< My fu(2) = f(2)] + Malgn(2) — g(2)].

Finalmente, como f,, — fy g, — f uniformemente en A, existen Ny, N3 €
N tales que para N* = mdx{N2, N3}, n > N*y z € A:

[fn(2) = f(2)] < son+n l9n(2) —9(2)] < 0L+ 1)

Entonces, para N = max{N;, N*} y z € A se concluye que
|fn(2)gn(2) = f(2)g(2)] < Mi|fu(2) = f(2)] + M2|gn(2) — 9(2)]

M1€ + M2€
(My+1)  2(Mz2+1

< <e
2 ) S €

por lo tanto, f,g, — fg uniformemente en A.
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2. Para demostrar ambas expresiones, es suficiente analizar la serie dada por:
o0
§ r"e inf __ § (7’619)”.
n=0
Para poder analizar esta serie como una geométrica, basta notar que
|rei™®| = |r||e™?| = |r| < 1, por lo que la expresién estd dentro del radio
de convergencia de la geométrica, entonces:

[e%S) ' 1

Zrn inf _ Z(re"e)" — ——

n=0

- 1 1—re "
1 —rei? \1—rei®

—1i0

1—re

1 —re—10 — reif 4 2
i0

1—re”
14 72 — 2rRele?]
1 —r(cos —isenf)
1472 —2rcosd
1—rcosf ) rsen 6
1—2rcosf + r2 +2172TC080+7”2.

Por lo que las partes real e imaginaria de la serie son:

1 —rcos6 rsenf

n _inf B n _inf

E e — Im E =
re ] 1—2rcosf +r? Y l re ] 1—2rcosf +r?

n=0 n=0

Re

Por otro lado, de la expresién conocida para la exponencial de un imagi-
nario se tiene también que:

oo

Z ren? Z r"[cos(nf) + isen(nb)]
n=0 n=0
Z cos(nb) —I—ZZT sen(nd).

n=0

Por lo que ahora se tiene que las partes real e imaginaria de la serie son:

i r”e”‘el = i r™ cos(nb) y Im [i r”e”’e] = i r" sen(nd).

n=0 n=0 n=0 n=0

Re

Comparando ambas expresiones obtenidas para partes real e imaginaria
se concluye que:

—rcosf > rsen
(nf) = — L=t n )= ————
Z?’ cos(n 1—27“0059—1-7"2 y Zr sen(nd) 1—2rcosf +r?2
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3. Primero hay que determinar en qué regién es analitica la funcién para que
sea valido aplicar el teorema de Taylor. Es inmediato que la funcién es
analitica para cualquier z # —2 ya que la derivada existe en ese dominio:

d senz (2+2)cosz—senz
dzz+2 (z+2)2

(1)

En particular f es analitica en D2(0) = {z € C | |z| < 2}. Ahora, como
0 € Dy(0), por el teorema de Taylor se sabe que:

00 (—1)n T sin=4j+1,
SenZ:Z(QnT 2n+1 Zan 3 Ap = _%7 Sl?’l:4]‘|‘37
n= 0, si n es par.

Ahora, como |z <2 <= |%| < 1, también se cumple que en Dy(0):

11 1 IR R AR < G D
z+2_2<1—(—;)>_22(_2) =2 g+t

n=0 n=0

Entonces la funciéon f original, tendrd una expansién en serie dada por
el producto de ambas series, asi ésta se puede calcular con la expresién
conocida para el producto de series:

() (&) - (Feoe)

Sustituyendo las sucesiones de coeficientes que se conocen, se tiene que:

_ senz = (=D)F
f(Z)*Z+2 Zan 22k+12

k=0
n 1)n7k
-3 (Sl )

n=0 \k=0

i Z": (,1)(4j+1)7k n 1 (,1)(4a‘+3)7k
- + -

(4j+1)+1—k ; | 9(4j+3)+1—-k |~
=i 4]—|—1> 2(45 ey (45 4 3)! 2147

donde A y B denotan los conjuntos donde son distintos de 0 los coeficientes
de la serie del seno.
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4. Para este ejercicio, se hara todo de manera constructiva. Primero se define
la serie:

F(z) = i Fiz,
n=1

donde la sucesién de coeficientes { F), },,cn es la sucesién de Fibonacci como
se define en el ejercicio. Siguiendo la idea tras la construccién de la férmula
de la serie gedmetrica, se tiene que:
F(z)=Fiz+ Fo2? + Fy22 + Fy2t + -+
—2F(2) = —F12° — Fy2® — F32* — Fy25 + ..

fzzF(z) = 22— Byt — F32® —F2b
Entonces, sumando estas expresiones, utilizando que F} = Fy = 1, se tiene
que:

z —Zz

5 B _ _
(1=2=-2°)F(z) =2 F(z)_l—z—z2_22+z—1’

teniendo asi una respuesta a la primera pregunta, donde esta tltima ex-
presion es valida siempre y cuando z # @1, @2, con @1, @ las soluciones a
la ecuacién 22 + z — 1 = 0, las cuales estan dadas explicitamente por la
férmula general para ecuaciones de segundo grado como:

—1+45

¥1,2 5

de esto se siguen varias propiedades interesantes faciles de verificar que
relacionan a 1 y ¢ (siguiendo la convencién de que ¢; sea la raiz asociada
a la suma y @9 a la resta):

o1 —p2=V5 ¥y prpa=—1.

Para obtener la forma cerrada para Fj,, haciendo una descomposicién en
fracciones parciales de la funcién racional que se tiene:

—z _ A L B
(z+@1)(z+w2) z+e1 2+
<= —z2=A(z+ ¢2) + Bz + ¢1),
o1 = A(—p1 + ¥2)
2 = B(—p2 + 1)

1 1
= A=——y; B=—¢;.
VAR V57
Asi se tiene una nueva expresion para F' como:

1 1
Fz) = -1 o2

VEz4+p1 Bzt ga
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Reescribiendo esta tultima expresién y utilizando la serie geométrica, asi
como las relaciones entre ¢; y ¢a...

1 1
F(z)=-FL L P2

Viz+o1 Bzt
1 1 1 1
Tz 4>7z
55+1 V55 +1
1 1 1 1

774, [
Vb —zpa+1 /5 —zp1 +1
1 - k _k - k _k
= 7= _ZQDQZ +Z¢1Z 9

\/5 k=0 k=0

ahora esta ultima suma puede simplificarse mas utilizando que la suma de
series se hace sumando coeficientes de términos del mismo grado, dando

finalmente que
Fz) =3,
k=0

(o} — oh)2".

Sl

Comparando esta nueva expresién en serie con la definicién original de F,
utilizando que la igualdad de series de potencia se da con la igualdad de
coeficientes de términos del mismo grado se concluye que:

Fob =S o (oF — oh)ah e B = ——(0F — oh).
kZ:O A ];)\/5(@1 k) 8 \/5(901 oh)

Al valor ¢ se le conoce como la razdn durea, a la dltima expresion se le
conoce como formula de Binet y a la funcion racional obtenida en el primer
paso se le conoce como funcion generadora de los nimeros de Fibonacci.
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5. La serie de interés es:
[e.e]
2w 5
— nP
a) Para demostrar este inciso, al tratarse de una serie de nimeros po-

sitivos, basta acotar superiormente por alguna serie que si converja.
Utilizando que:

1 1
p>1 v 0<a<b = ad’ <V = bp<
es posible acotar la serie, considerando que p > 1 <= p—1> 0, de
acuerdo a:
1
1 1L
1 1<1 1
ST TR TR T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7+7+7+7 —t —+ =+ ==

v TSttt T e

Entonces, siguiendo tal patréon se tiene que:

S oS e
— < il = <00,
np = 2n 1= 5=

donde en la ultima igualdad se utiliz6 que como p — 1 > 0, entonces

p—1 p 1: - . . .
(%) < 1, asi es valido utilizar la serie gedmetrica. Entonces, por

el criterio de comparacion, la serie original converge.

b) Para demostrar este inciso, es posible utilizar la misma técnica que en
el anterior, esta vez acotando por abajo con alguna serie que diverja,
utilizando que:

1 1
p<l y n>1 = — < —,

n np’

entonces se tiene inmediatamente como cota inferior a la serie armoni-

ca de modo que:
o0 o0 1
Sits

pero se sabe que ésta diverge, asi por el criterio de comparacién, la
serie original diverge para p < 1.

S\H

c¢) Para este inciso, es conveniente recordar que para {a,}neny € C una
sucesion de numeros complejos, se cumple que:

oo
D an

n=0

Z a, converge <— < oQ.

n=0
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Sea p € C de modo que p = z + iy, entonces la serie en este caso se
puede reescribir como:

& 1 s el 1 e e—iy Inn
Z ne Z nz+zy - Z ntniy Z nt
n=1 n=1 n=1 n=1

En particular, como yInn € R, se tiene que e~ 7| = 1. Ahora el
modulo de la serie se puede acotar, por la desigualdad del triangulo,
como:

e 1 e 7zylnn 7zylnn
>l =X
n=1 n=1

—1iy lnn| 1
Z nx’
n=1

z'e

Pero esta ultima expresién, por el inciso a, se sabe que converge
cuando = = Re[p] > 1, con lo que se tiene el resultado.
A la funcién ¢ : A CC — C con A = {s € C| Re[s] > 1} dada por:

1

ns’

(s) =

n=1

se le conoce como la funcion zeta de Riemann.
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