Variable Compleja I
Unidad 4: Tarea en equipo con soluciones

Problemas

1. Evalia las integrales:

/CRe[z]dz, /CIm[z]dz y /Cidz.

a lo largo de las curvas C' descritas por:

a) El segmento de recta que une 0y 1 — 4.
b) La circunferencia |z| =1 y.
c¢) La circunferencia |z — a| = 1.
2. Sea f : B(a,R) C C — C una funcién analitica en B(a, R) con un tnico

cero a en el interior de este conjunto. Demuestra que, si k es el orden de
a, entonces:
1 f'(2)

21 Ji=r f(2)

3. Sea 2 C Cunaregiény f:Q C C — C. Demuestra que f es analitica con
f'(2) #0siysélosi f como funcién de R? en R? es conforme.

4. Sean f(z) = Y,  ganz" y g(z) = > ,° o bpz" convergentes para |z| < R,
para algun R > 0, y sea 7 una circunferencia de radio r < R. Se define:

— L[S (2
PO =am ), ¢! (5) <
Demuestra que F(z) =Y 07 anbpz".

5. Sea f : B(a,r) C C — C una funcién analitica en B(a,r). Demuestra que,
paran € N, y M > 0 tal que |f(z)| < M se cumple que:

|
F )] < M

TTL
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Soluciones

1. Sea z € C dado por z = = + iy con z,y € R. Entonces las funciones a
integrar se pueden ver como Re[z] =z, Im[z] =y y Z =2 — iy.

a) En general, si z1, 29 € C, el segmento de recta parametrizado que los
une estd dado por v : [a,b] C R — C de modo que:

_[(t=D a—t (-2 azg — bz
0= (25) 5+ () == (i) o (5=,

Con lo anterior, el segmento de recta considerado, puede parametri-
zarse por 7 : [0,1] C R — C de modo que:

V() =t(1 —i) = +'(t) = (1 —4).
Entonces, de la definicién de integral sobre una curva:
b
[ 1@iz= [ s o,

se puede sustituir la parametrizacion anterior en las integrales de
interés:

= 1
/Re[z]dz:/z+zdz=/
il y 2 0

1—i [ 1—i !
Z/ t(l—i)+t(1+z’)dt:—z/ 2tdt
0 2 0

t(1 — i) + £(1 — 1) .
5 ] (1 —4)dt

2

t=1

1
2

1 2
:(17i)/0tdt:(1—i)% (1 —1),

/YZ;iZdZ:/()l [t(1—¢)2—it(1—i)] (1 — i)t

1—4 ! 1—4 [t
Z/ t(1— i) — t(1 +i)dt = ,Z/ —2itdt
0 2 0

t=0

S~
2
o
&
Il

21 )

2 t=1

1
:(i—l)/o tdt:(ifl)% =5=1),

t=0

LZdZ_Lt(li)(li)dt—(li)(li)/oltdt

1 2 t=1
t 1
= —1 — N
11 '|2/ tdt = 2
0

=2-=1
2 2

t=0
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b) La manera usual de parametrizar una circunferencia en R? es me-

diante o : [0,27] C R — R? dada por o(t) = (cost,sent), utilizando
el isomorfismo entre R? y C, una parametrizacién natural de la cir-
cunferencia es v : [0,27] C R — C tal que y(t) = cost + isent = ',
asi se consideran:

Y(t) = e = A/ (t) = ie'.

Utilizando el mismo procedimiento que en el inciso anterior:

Y R PR O R
/YRe[z]dZ—/ 5 dz-§/0 (e +e )ze dt
. 27
= / (e +e™™) “dt:f/ (e + 1)dt
2.Jo
z—

=2 LIPS ,
=z |=+2r—=-0) =
o 2\2i % ’

1 2m

Im|[z]d A ( ) et
Lm[z] z 5 42 = e —ett)ie
1 27 1 27 )
it —zt it it
=z - dt = —1)dt
5 @ —etheta=g [y
1/1 o, =Py 1
e = (=—2r—=—-0)=-
2 (21’6 ) o \2i T T % ™

t=0

27 2m 2m
/Edz = / ett(ie')dt = z/ e eldt = z/ dt = 2mi.
oY 0 0 0
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¢) La parametrizacién en este caso resulta sélo de trasladar al punto a.

Es decir, tomando v : [0,27] C R — C dada por:

Y(t) =a+et = o (t) =ie™.

Procediendo de manera idéntica a los incisos anteriores:

— 27 it it )
/Re[z]dz:/z+zdz:/ (atel)+late )(ie”)dt
v y 2 0

2
27
-

2 2w ity it
= Re[a]/ ie”dt—i—/ ﬂie”dt
0 0 2

27 it it

e +et .

+ / ————ie'tdt = im,
0 2

a+a et fel
2

iettdt

i ) t=27m
= Rela] -¢e"
i

t=0

donde se utilizé que la exponencial es 27-periddica y que la segunda
integral es la calculada en el inciso anterior.
Anédlogamente, para las otras dos integrales:

= 27 ity _ (o
/Im[z]dZZ/Z ,Zdz:/ (ate) .(a—&—e )(ie”)dt
~ 5 2 0 24
/27T a—ﬁ+e“—g
—Jo 2i 2i
27 ) 27 it it )
:Im[a]/ ie”dtJr/ !ie”dt: -,
0 0

21

27 27 27
/ Zdz = / (a+eit)iedt =a / ie'dt + / idt = 2mi.
~ 0 0 0

iettdt
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2. Primero, como a es un cero de orden k de f, existe una funcién analitica
g tal que g(a) #0y
f(z) = (z = a)*g(2).

Por la regla del producto, la derivada de f se puede expresar como:
F'(z) = (2 = a)fq'(2) + k(z — a)* " 1g(2),
entonces, el integrando de interés se puede reescribir como

F'(z) _ (z-a)fd'(z5) +kz-a)"g(z) _g'(z) K
f(2) (z —a)kg(2) g9(z)  z—a’

Ahora, como g es analitica en discos de radio pequenio centrados en a y

g(a) # 0, en particular % es analitica cerca de a, asi

gz,
/M_R o) =0

Calculando explicitamente la integral de interés, considerando lo anterior,
se tiene que:

1 f'(2) 1 9'(2) 1 k
— dz = — dz + — dz
2mi J =g f(2) 21 J =g 9(2) 2mi Jy=r 2 — a
_ = _ i,n(’y, a)2mi = k.

2mi Jiy=r 2 —a 2w
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3. =] Sea f funcién analitica con f'(z) # 0 para z € , para ver que
f como funcién de R? en R? es conforme, es necesario probar que su
derivada define una transformacion ortogonal, posiblemente compuesta
con una homotecia.

Como f es analitica, particularmente en su descomposicién como f =
w+ iv, con u,v : R? — R, satisface las Ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ou Ov ou ov

y  ox

dr y
Entonces, como f’(z) # 0, en particular se tiene que:

Oz’ Oy’ 0z’ Oy

d 0 0
—f;«éo = —u—i—u;«éo =
dz Y

or 0 70

Considerando a f = u + iv como su identificacién G : R? — R? tal que
G(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), tomando su derivada se tiene que:

Bod) o (m
po- (% ) (E )

ox Jy ox ox

= detDG = Ou 2—!— 9 2—\f’(z)|27fé0
-\ Oz or)

Ademsds, por las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, la transpuesta de la
derivada satisface que

u v
DG" = ( %, 8)
T 9x Oz
du\?2 v\ 2
R N
(52)" + (52
Lo cual verifica que es una matriz ortogonal, posiblemente compuesta con

una homotecia, es decir, en cada punto es una rotacién compuesta con una
homotecia y ambas transformaciones preservan angulos con orientacion.

— DG'DG = <( )2> = |f'(2)]*T = DGDG*
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<= Sea f como funcién de R?* — R? conforme.

Considerando a f = u + v como su identificacién G : R?2 — R? tal que
G(z,y) = (u(z,y),v(x,y)). Como G es conforme, su derivada es tal que
DG = AR, con A\ # 0 y R una matriz de rotacién, en particular, como
detR = 1 para cualquier rotacién, y al ser X # 0, se tiene que:

detDG = \? #0

Ahora, de resultados béasicos de Geometria Analitica, se sabe que las ma-
trices de rotacién en R? son de la forma:

cosf) —senf
RZ(Senﬁ cosﬁ)

Entonces, para (zg,yo) €  y por la definicién de la igualdad de matrices
se tiene que:

@(33 Yo) @(ﬂfo Yo) cos) —senf
DG(zo,y0) = | 32,0770 9y :A( )
(0,90) <§Z(wo,yo) %Z(xo,yo) senf  cosd

9

%(Jco,vo) = \cosf = %Z(l’o,yo),
%Z(l“o,yo) = —Asent = — 72 (z0, y0)-

Pero esta ultima condicién es equivalente a las Ecuaciones de Cauchy-
Riemann, que ademds al ser proporcionales al seno y coseno, las derivadas
son de clase C*°, en particular son continuas, entonces, al v y v satisfacer
las ecuaciones de Cauchy-Riemann y ser de clase C!, la funcién f = u+iv
es analitica, ademds 0 # detDG = |f'(20)]? <= f'(z) # 0 ya que
20 = (x0,y0) €  fue arbitrario.
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4. Como se busca dar una expresién en serie de F', una estrategia natural es
calcular la serie de Taylor de F, la cual se puede calcular con el lema de
derivacién bajo el signo de la integral, el cual es vélido ya que f y g son
analiticas, por lo que su producto es una funcién analitica y la curva -y es

C, es decir, si h(z,&) = @g (g), las derivadas de F estardn dadas por:

F(z) = [ i — o) = [ 50

Del mismo modo, por unicidad de la serie de Taylor, se sabe que los
coeficientes de las expansiones de f y g son:

f(z) = i an 2" = i F(0) s g, = f(”)(O))
k=0 o

n! n!
IR R CI0 G ()
9 =2 bzt =) T = = T
k=0 k=0

Entonces, notando que las derivadas de h respecto a z sélo se calculan
respecto a g con la regla de la cadena, se tiene en general que:

o"h & a"h & o
P 1040 (2) = Pl = 1O g

Asi, la n-ésima derivada de F' evaluada en 0 es:

onh
F () = 0.6 = ! / éff)lbnn!dg
Y Y

2mi T 2mi

1 1 (&
- 27TZ/V o (I;)akf >bnn!d§

1 = k—(n+1)
5 L Zakbnnlﬁ d¢
k=0

1 o0
LS gban! / k() g
271 kZ:o ~

donde en la iltima integral se utiliz6 la convergencia uniforme de la serie de
Taylor para intercambiar con la serie, ademas, por el teorema de Cauchy,
la dltima integral vale 27i siempre y cuando k— (n+1) = -1 < k =n,
asi se tiene que explicitamente la expresién anterior se reduce a:

o 0.6 = L8 gm0 = L8,

1 & 1
FM©0)=-=>" D[ eh(ntbge = — 1270 = 3
(0) 57 2 apbn,n [yf d¢ 57 b2 = a,bpn

Utilizando lo anterior, se puede sustituir en la serie de Taylor de F' como:

F(z) = i wz” = i anfi:n!z” = ianbnz”.

n=0 n=0 n=0
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5. Partiendo de la férmula integral de Cauchy para la n-ésima derivada:

f™(a) = m_/c(zf(;))nﬂdz, n > 0.

211

Entonces, por la desigualdad del tridngulo para integrales, se tiene sim-

plemente que:

| |
) _ | f(2) P / f(2) d
£ ()l 2mi /C (z —a)ntt 17 o (z —q)ntl :
Bl T TR
=21 Jo |z —alntt - 271' Pl
n!l M n! Mn!
S M, Ml
27 ptl ong(C) 2m i T Ty

Variable Compleja I, COMAL Matemadticas a Distancia, Facultad de Ciencias,

UNAM
Sitio web del curso: http://www.mdistancia.com/comal/13|
Trabajo realizado con el apoyo del Programa UNAM-DGAPA-PAPIME PE109323


http://www.mdistancia.com/comal/13

