Variable Compleja I
Unidad 5: Tarea en equipo con soluciones

Problemas

1. Considera la funcién f(z) =log(1 + 2z) en la rama donde f(0) = 0.
a) Integrando la serie geométrica, calcula la serie de Taylor de f alre-
dedor de z = 0.
b) Determina el radio de convergencia de la serie.

¢) Utilizando el resultado de a), calcula la serie de Taylor de g(z) =

log (%fj) alrededor de z = 0.

2. Sea f una funcién entera y sean a,b € C tales que |a| < Ry |b] < R para
un real positivo R.

a) Calcula

e
/M:R CoaG-n"

b) Si f es acotada, demuestra que

Ifm e,

Rooo Jep (z—a)(z =) 0

y concluye el teorema de Liouville.
> cosw
oo TEF1
Sugerencia. Cualquier intervalo en R, es una curva en el eje real del

plano complejo, intenta construir con un intervalo simétrico [—R, R] un
semicirculo en el plano complejo y teorema del Residuo.

3. Calcula la integral
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4. Demuestra que para z # 0, entonces

e%a(zfi): i In(a)z",

n=—oo

donde los coeficientes, para n > 0, son:

1

T or

27
In(@) /0 cos(nf — asen 0)db.

Teorema (del médulo méaximo). Sea f : U C C — C una funcién analiti-
ca en el interior de la region acotada por una curva cerrada simple C no cons-
tante, entonces el maximo de |f| se alcanza sobre la curva C.

5. Considera la funcién f : C — C dada por f(z) = (z — 1)? y el cuadrado
definido por:

C={(z,y); 0<z<1,0<y<1}.

Encuentra el méximo de |f| sobre el cuadrado.
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Soluciones
1. Sea f(z) = log(1 + z).
a) Se sabe que

7 dw

1 — .
=YDy leg(l4) =
k=0

Sea z € C tal que |z| < 1, entonces, sustituyendo la serie geométrica
en la relacion integral y utilizando la convergencia uniforme en esta

regién, se tiene que:

log(1+z) = OZ % = /OZ (Z(_l)kwk> dw

k=0

k Zk+1
(S

b) El k-ésimo sumando es u; = (—1)
la razon se tiene que:

Uk+1
U,

3

k
lim = lim ‘Z'z|<1,

k—o0

k—o00 k+1

entonces por el criterio de

donde se pide que el limite sea menor a 1 para que la serie converja.
Asi la regién de convergencia de la serie de log(1l + z) es la misma

que la de la serie geométrica.
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c¢) De las propiedades del logaritmo, se sabe que, al tener que |z| <

l <= |—z| <1

o) =1og (12 ) = 108(1+2) ~ log(1 ~ 2) = £(2) ~ F(-2).

Entonces, sustituyendo la serie de f evaluada en z y en —z se tiene
que, en la regién de convergencia definida por |z| < 1:

22 23 2
1 1 — 5 ...
og(l+2)==z 5 + 3 1 + ,
22 23 2t
1 1— = - — — — — — — e
og( 2) z 5 3 1 + ,

1
= log (1+Z> =log(1+ z) —log(1l — 2)
z
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2. Definiendo de manera auxiliar la funcién g : C\{a,b} — C

B f(2)
9(2) = G—a)z—b)

a) Entonces, por el teorema del Residuo, al estar a y b dentro de la
regién acotada por el circulo, se tiene que la integral original se puede
calcular como:

% Z = z)dz = 2mi es a es
/ZR (z—a)(z—b)d /lleg( )dz = 2mi[Res(g, a) + Res(g,b)] .

Considerando primero el caso en que a # b. Para calcular ambos
residuos, se tiene simplemente que:

= lim g(2)(z — a) = lim fe)
Res(ga) = lim g(2)(2 — @) = lim =~
_ i 1&) _ J@

z%az—bia—b

(z—a)

)

feslg,0) = Ly o)== 0) = Iy (Z—Z(Z—b)

S S0

(z=b)

Sustituyendo en la expresién calculada para la integral, se tiene que:

), @) )
/|Z|_R (z—a)(z—b)d 2 a—b

Cuando a = b, por la férmula integral de Cauchy, se tiene simple-

mente que: .
f(z o
/|2—R (Z — a)?dz - f ( )

b) Sea M > 0 tal que |f(z)| < M para toda z € C y la parametrizacién
de la circunferencia « : [0,27] € R — C dada por v(t) = Re" (asi
7'(t) = Rie'), entonces:

Lg(z)dz

_ ‘ / 2”9(7@))7/@)@‘ < / oG

. 2 f(Reit) ieit
= /0 (Re — a)(Reit —p) e |4t
2 M MR2m
< / - JaDE ) = R )& )
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Asi se tiene una cota superior para el médulo de la integral de g,
tomando el limite de ésta cuando R — oo, se tiene que:

i / (2)dz| < 1f MR2m

1m g z VAR 1m

R—oo| ), R—oo (R — [a|)(R — |b])
— 27 M lim R

R—oo B2 — ([al + [b)) R + [a]|b]
1

=2rM lim B =0
f=eo ] —(laf + (b)) 5 + R

Asi, por la no negatividad del médulo, se concluye que

z
lim Ldz =0.

R—o00 |z|=R (Z — CL)(Z - b)
Para concluir el teorema de Liouville, hay que argumentar por qué
f ha de ser constante. Por el resultado del primer inciso, el limite
calculado implica que:

o [ IO
Fx}%oo ‘Z‘:R(Z—a)(z_b)d ’
— 27”'%:0 — f(a):f(b),

caso para el que se consideré que a # b, de lo anterior, al ser a,b € C
arbitrarios, f(z) = f(a) para todo z € C, es decir, f es constante.
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3. Considerando la funcién f : C\{—i,i} — C dada por:
eiz

f(z):m,

observando primero que para zg € C tal que Im[zg] = 0, entonces

et#o €os zg + isen zg

f(z0) = Zg 1 = zg T1 = Re[f(zo)} =

cos 2o
2 +1

Ahora, si se considera la curva C! por pedazos que describe la curva ce-
rrada de tomar el semicirculo de radio R > 1 sobre el eje real, digase, el
parametrizado por 7 : [0,7 4+ 1] C R — C dado por

() = ~R+2Rt, sitel0,1], @), sitelo,1],
T =) Reit), site[l,m+1], |7(t), site[l,m+1].

Por un lado, por el teorema del residuo y al ser z = ¢ el tnico polo
contenido en la regién delimitada por la curva descrita por ~, se tiene que:

/ f(z)dz = 2miRes(f, 1),
~

donde ese residuo se puede calcular como:

Res(f.1) = lim f(2)(z i) = lim 5~
— 1 —
oy par Al
. .2
eZZ 1

Por otro lado, la integral sobre la curva cerrada puede calcularse como:

/ fdz= [ f@dz+ [ fe)d

2

en particular, al ser y; un segmento de recta sobre el eje real, lo anterior
puede reescribirse como

Af(@@—/if@)de f(2)dz.
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Desarrollando la expresién anterior, se puede notar que

/{f(z)dz = /Z f(:zc)al:rJr[Yz f(z)dz

:/ S TR,

Rx2+1 Y2

R
COST senx
= ; d d
[R <x2+1+2x2+1) $+[Y2f(2) “
R R
cosx senx
/R$2+1 v /—RCUZJFl o %f(z)z

R
COST

2

donde en la dltima igualdad se utilizé el resultado clasico de Calculo In-
tegral de la integral de una funcién impar en un dominio simétrico (el
intervalo [—R, R] es simétrico respecto al origen, la funcién senz es im-
par y (22 + 1)7! es par, por lo que su producto es impar). Para eva-
luar la dltima integral, considerando la reparametrizacion de v, dada por
o : [0,7] C R — C dada por o(t) = Re" se tiene por la definicién de
integral sobre una trayectoria que:

JRCZE
’ iRe“”

T i ’eiR(cos t+isent) ’
=R ————dt =R e dt
/ ‘RQ 21t+1| /0 |R262Zt+1‘

T |echost| |€ Rsent} —Rsent

|R262’Lt + 1‘ |R262’Lt + 1‘

dt‘ </ "o ()’ ()t

WefRsent R
<R ——dt <R dt =
= A RR_17="7"), R2—1 R2_1

donde se utilizé que t € [0,71] = Rsent € [0,R] = e 50t ¢ [0,1].
Tomando el limite cuando R — oo en la desigualdad anterior, se tiene que

72
Asi, utilizando el resultado obtenido por el teorema del Residuo y la des-
composicion de la integral dada, se concluye que:

= lim /f dz—/ x(;oix dr + lim 2f(z)dz

e R—o0 R—sc0
COS T ™
B4 dr = —.
22+ 1 e
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4. Al ser z = 0 una singularidad finita de la funcién f(z) = G%Q(Z_%), por el
teorema de Laurent, la funcién tiene una expresién como serie de Laurent
de la forma:

oo
e%a(z—%) = Z Jn(a)zn,
n=-—oo

para |z| > 0, donde los coeficientes estén dados por la f6rmula integral de

Cauchy por:
1 1
1 [ e3(>2)
Jo(a) = — | ———dz,
n(@) 2mi Jo  zntl
donde C' es cualquier curva cerrada que tenga en su interior a z = 0.

Considerando C' como la circunferencia de radio 1 y haciendo el cambio
de variable z = % (= dz = ie'?df), se pueden calcular los coeficientes

COINo:
1 e%a(zfé) 1 2m e%a(eiefe_ie) i
Jn(a) = Tm - ZTLTdZ = Tm A er do
1 27 etasend " 1 2m
_ % _ i(asen 0—nb)
_ 2W/@ R 27T/0 e do
1 27
=5 [cos(arsen§ — nf) + isen(asend — nd)] dd
T Jo
1 27 1 27
= — cos(asend — nh)dl + i— / sen(asen § — nb)do.
2 0 27 0

Ahora, para concluir que la parte imaginaria es 0, haciendo el cambio de
variable § = 2w — ¢ y por la periodicidad e imparidad del seno:

2w 27
/ sen(asend — nb)do = / senfasen(2m — ¢) — n(27 — ¢)|dd
0 0
2m
= / sen[asen(—¢) — n2mw + ne|de
0
27
= / sen(—asen ¢ — n2w + nd)deo
0
2T
=— / sen(asen ¢ — ne)de,
0
2
= / sen(asend — nd)do = 0.
0
Entonces, sustituyendo lo anterior en la integral para los coeficientes se
concluye que:

() = 5

A los coeficientes J,(a) se les conoce como funciones de Bessel y a la

funcién f(z) = e%("(z

2
/ cos(asen — nb)do.
0

1 iy .
z), funcion generadora de las funciones de Bessel.
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5. Observando primero que, al ser f polinomial, es analitica en todo C, en
particular lo es en C'y en su interior, y continua en la frontera de C. Por el
principio del médulo méximo, se sabe que |f| alcanzard su maximo en la
frontera de C, la cual es un cuadrado de lado 1. Entonces, si L; denota el i-
ésimo lado del cuadrado, i = 1,2, 3,4, el méximo buscado puede calcularse
como:

mczix|f\ = méX{H}:éX|f| c1=1,2,3,4}.

Calculando el méximo en cada lado:

» L1 ={z€C : Re[z] €[0,1], Im[z] = 0}. Este segmento se puede
parametrizar como v; : [0,1] C R — C dada por 7;(t) = t, de modo
que:

& = méx [(t—1)°| = max (t — 1
max | f| = o (t—1)% = fél[o)i( )%,
al ser un segmento de pardbola vertical con vértice en ¢t = 1 con ¢ en
el intervalo [0, 1], el méximo se alcanza en t = 0, entonces

méx|f| = (0—1)* = 1.
Ly

» Ly ={z € C : Re[z] =1, Im[z] € [0,1]}. Este segmento se puede
parametrizar como s : [0,1] € R — C dada por v(t) = 1 + it, de
modo que:

méx |f| = méx |(1+it —1)% = max | — | = méx 12,
Lo te[0,1] te[0,1] te[0,1]

al ser un segmento de pardbola vertical con vértice en ¢ = 0 con ¢ en
el intervalo [0, 1], el méximo se alcanza en ¢ = 1, entonces

4 =1>=1.
méx |f|

m Ly={2z€C : Re[#] €[0,1], I [ ] = 1}. Este segmento se puede
parametrizar como 7y; : [0,1] € R — C dada por y(t) = t + i, de
modo que:

x| £] = i (¢4 6) ~ 1% = i [(¢40)" = 2(¢41) +1)

- it —2) + (2 — 2)| = 120t —2)% 1 4 — 1
trengf]l( ) + i )| fé}%’f\/ )2 +4(t —1)2

= max 4 — 43 + 812 — 8t + 4
te[0,1]

= m[amﬁ V(P =43 4612 — 4t + 1) +2(t2 — 2t + 1) + 1
te

= G—1)i+20-12°+1= mi 12+ 12
J&%’ﬁ“ ) +2(t—1)% + méx [(t—1)2 +1]

— t—1)2+1
tgl[gﬁ][( )° +1],
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al ser un segmento de pardbola vertical con vértice en t = 1 trasla-
dada una unidad hacia arriba con ¢ en el intervalo [0, 1], el méximo
se alcanza en t = 0, entonces

méx |[f|=(0-1)2+1=2.
L3
Ly ={z€ C : Relz] =0, Im[z] € [0,1]}. Este segmento se puede

parametrizar como 74 : [0,1] C R — C dada por v4(t) = it, de modo
que:

méx |f| = méx |(it — 1)?| = max | — > + 1 — 2it|
Ly tel0,1] te[0,1]
= méx |2 4 2it — 1| = méx /(12 — 1) + 412
t€[0,1] t€0,1]
= méax /(2 +1)2 = méx (£ + 1),
t€[0,1] te[0,1]

al ser un segmento de parabola vertical con vértice en ¢t = 0 trasla-
dada una unidad hacia arriba con t en el intervalo [0, 1], el méximo
se alcanza en t = 1, entonces

méx |f| =12 +1=2.
Ly

Juntando los resultados para cada lado del cuadrado, se puede concluir:

mcz:ix |f| = méx{1,1,2,2} = 2.
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